
Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â Áúëãàðèÿ

Àìåðèêàíñêà �îíäàöèÿ çà Áúëãàðèÿ

Ôîíäàöèÿ �åîðãè ×èëèêîâ

Åñåíåí ìàòåìàòè÷åñêè òóðíèð

”
Àêàäåìèê Ñòå�àí Äîäóíåêîâ“

Ñî�èÿ, 18-20 íîåìâðè 2017 ã.

Ñî�èÿ, 2017 ã.

Свалено от Klasirane.com

Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Íåêà G å ìåäèöåíòúð íà △ABC è òî÷êà D å ñèìåòðè÷íàòà íà G îòíîñíî

ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Íåêà ïðàâàòà ïðåç D, óñïîðåäíà íà AB, ïðåñè÷à ïðàâàòà BC â

òî÷êà M , ïðàâàòà ïðåç D óñïîðåäíà íà BC, ïðåñè÷à ïðàâàòà AC â òî÷êà N è ïðàâàòà ïðåç

D, óñïîðåäíà íà AC, ïðåñè÷à ïðàâàòà AB â òî÷êà P . Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , N è P
ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

�åøåíèå. Ïîñòðîÿâàìå M1 = AC ∩ DM è N1 = BC ∩ DP . Òúé êàòî G å ñðåäà íà CD,

òî ïðàâàòà ïðåç G, óñïîðåäíà íà AB, ñúäúðæà ñðåäíàòà îòñå÷êà â òðèúãúëíèêà M1MC, à
îòñå÷êàòà AB å ñðåäíà çà òðàïåöà ñ îñíîâè ãîðåñïîìåíàòàòà ñðåäíà îòñå÷êà èM1M . Ïîíåæå

CD å ìåäèàíà, ñëåäâà ÷å D å ñðåäàòà íà M1M , à çíà÷è è N1 å ñðåäàòà íà CM è N å ñðåäàòà

íà M1C (ñðåäíè îòñå÷êè â △M1MC). Ñëåäîâàòåëíî NN1 å ñðåäíà îòñå÷êà â △M1MC è

å óñïîðåäíà è ðàâíà íà ïîëîâèíêàòà íà îñíîâàòà MM1. Òîãàâà NN1 = 1

2
MM1 = DM ,

DMN1N å óñïîðåäíèê è äèàãîíàëèòå ìó MN è DN1 ñå ðàçïîëîâÿâàò. Íî òî÷êà P å ñðåäà

íà DN1, çàùîòî BP å ñðåäíà îòñå÷êà â △DMN1. Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå M , N è P ëåæàò

íà åäíà ïðàâà.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å D å ñðåäà íà MM1 (àêî å èçïîëçâàíî áåç

äîêàçàòåëñòâî � 1 ò.), 2 ò. çà óñïîðåäíèêà DMN1N , 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.2. Íåêà a > 0 è |b− c| > 4a. Äà ñå äîêàæå, ÷å å â ñèëà ïîíå åäíî îò íåðàâåíñòâàòà
b2 ≥ 4ac èëè c2 ≥ 4ab.

�åøåíèå. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å åäíîâðåìåííî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà b2 < 4ac
è c2 < 4ab. Òîãàâà b2 + c2 < 4ac + 4bc, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà (b − 2a)2 + (c − 2a)2 < 8a2.
Îòòóê è îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å

16a2 < |b− c|2 = |(b− 2a)− (c− 2a)|2 ≤ 2
(

(b− 2a)2 + (c− 2a)2
)

< 16a2,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî, 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà íåðàâåíñòâîòî

(b − 2a)2 + (c − 2a)2 < 8a2 èëè íåãîâ àíàëîã, 2 ò. çà ïðàâèëíî è ñúùåñòâåíî çà çàäà÷àòà

èçïîëçâàíå íà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà, 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî.

Çàäà÷à 8.3. à) Ñúùåñòâóâàò ëè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, x è y, çà êîèòî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
86n = x2 + y2?
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà x, y è z,
òàêèâà, ÷å 86n = x2 + y2 + z2.

�åøåíèå. à) Îòãîâîð � íå ñúùåñòâóâà òàêîâà n. Äà äîïóñíåì, ÷å n, x è y èìàò èñêàíîòî

ñâîéñòâî. Òúé êàòî ïðîñòîòî ÷èñëî 43 = 4.10 + 3 äåëè 86, òî äåëè è x2 + y2. Òîãàâà 43|x è

43|y, êîåòî âåäíàãà äàâà 432|x è 432|y è ìîæåì äà ñúêðàòèì íà 432. Òàçè ïðîöåäóðà ìîæå

äà ïðîäúëæè äîêàòî ëÿâàòà ñòðàíà ñå äåëè íà 43 (â ÷àñòíîñò n å ÷åòíî).

Íåêà n = 2n1 è 4n1 = x21 + y21, x1, y1 ∈ N. Îòòóê ïî ìîäóë 4 ëåñíî ñëåäâà, ÷å 2|x1 è 2|y1
è ìîæåì, êàêòî è ïî-ãîðå, äà ñúêðàòèì è äà ïðîäúëæèì. Â êðàéíà ñìåòêà äîñòèãàìå äî

óðàâíåíèåòî 1 = x2
2
+ y2

2
, êîåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïðîòèâîðå÷èå.
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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Íåêà G å ìåäèöåíòúð íà △ABC è òî÷êà D å ñèìåòðè÷íàòà íà G îòíîñíî

ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Íåêà ïðàâàòà ïðåç D, óñïîðåäíà íà AB, ïðåñè÷à ïðàâàòà BC â

òî÷êà M , ïðàâàòà ïðåç D óñïîðåäíà íà BC, ïðåñè÷à ïðàâàòà AC â òî÷êà N è ïðàâàòà ïðåç

D, óñïîðåäíà íà AC, ïðåñè÷à ïðàâàòà AB â òî÷êà P . Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , N è P
ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

�åøåíèå. Ïîñòðîÿâàìå M1 = AC ∩ DM è N1 = BC ∩ DP . Òúé êàòî G å ñðåäà íà CD,

òî ïðàâàòà ïðåç G, óñïîðåäíà íà AB, ñúäúðæà ñðåäíàòà îòñå÷êà â òðèúãúëíèêà M1MC, à
îòñå÷êàòà AB å ñðåäíà çà òðàïåöà ñ îñíîâè ãîðåñïîìåíàòàòà ñðåäíà îòñå÷êà èM1M . Ïîíåæå

CD å ìåäèàíà, ñëåäâà ÷å D å ñðåäàòà íà M1M , à çíà÷è è N1 å ñðåäàòà íà CM è N å ñðåäàòà

íà M1C (ñðåäíè îòñå÷êè â △M1MC). Ñëåäîâàòåëíî NN1 å ñðåäíà îòñå÷êà â △M1MC è

å óñïîðåäíà è ðàâíà íà ïîëîâèíêàòà íà îñíîâàòà MM1. Òîãàâà NN1 = 1

2
MM1 = DM ,

DMN1N å óñïîðåäíèê è äèàãîíàëèòå ìó MN è DN1 ñå ðàçïîëîâÿâàò. Íî òî÷êà P å ñðåäà

íà DN1, çàùîòî BP å ñðåäíà îòñå÷êà â △DMN1. Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå M , N è P ëåæàò

íà åäíà ïðàâà.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å D å ñðåäà íà MM1 (àêî å èçïîëçâàíî áåç

äîêàçàòåëñòâî � 1 ò.), 2 ò. çà óñïîðåäíèêà DMN1N , 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.2. Íåêà a > 0 è |b− c| > 4a. Äà ñå äîêàæå, ÷å å â ñèëà ïîíå åäíî îò íåðàâåíñòâàòà
b2 ≥ 4ac èëè c2 ≥ 4ab.

�åøåíèå. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å åäíîâðåìåííî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà b2 < 4ac
è c2 < 4ab. Òîãàâà b2 + c2 < 4ac + 4bc, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà (b − 2a)2 + (c − 2a)2 < 8a2.
Îòòóê è îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å

16a2 < |b− c|2 = |(b− 2a)− (c− 2a)|2 ≤ 2
(

(b− 2a)2 + (c− 2a)2
)

< 16a2,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî, 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà íåðàâåíñòâîòî

(b − 2a)2 + (c − 2a)2 < 8a2 èëè íåãîâ àíàëîã, 2 ò. çà ïðàâèëíî è ñúùåñòâåíî çà çàäà÷àòà

èçïîëçâàíå íà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà, 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî.

Çàäà÷à 8.3. à) Ñúùåñòâóâàò ëè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, x è y, çà êîèòî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
86n = x2 + y2?
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà x, y è z,
òàêèâà, ÷å 86n = x2 + y2 + z2.

�åøåíèå. à) Îòãîâîð � íå ñúùåñòâóâà òàêîâà n. Äà äîïóñíåì, ÷å n, x è y èìàò èñêàíîòî

ñâîéñòâî. Òúé êàòî ïðîñòîòî ÷èñëî 43 = 4.10 + 3 äåëè 86, òî äåëè è x2 + y2. Òîãàâà 43|x è

43|y, êîåòî âåäíàãà äàâà 432|x è 432|y è ìîæåì äà ñúêðàòèì íà 432. Òàçè ïðîöåäóðà ìîæå

äà ïðîäúëæè äîêàòî ëÿâàòà ñòðàíà ñå äåëè íà 43 (â ÷àñòíîñò n å ÷åòíî).

Íåêà n = 2n1 è 4n1 = x21 + y21, x1, y1 ∈ N. Îòòóê ïî ìîäóë 4 ëåñíî ñëåäâà, ÷å 2|x1 è 2|y1
è ìîæåì, êàêòî è ïî-ãîðå, äà ñúêðàòèì è äà ïðîäúëæèì. Â êðàéíà ñìåòêà äîñòèãàìå äî

óðàâíåíèåòî 1 = x2
2
+ y2

2
, êîåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïðîòèâîðå÷èå.
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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Íåêà G å ìåäèöåíòúð íà △ABC è òî÷êà D å ñèìåòðè÷íàòà íà G îòíîñíî

ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Íåêà ïðàâàòà ïðåç D, óñïîðåäíà íà AB, ïðåñè÷à ïðàâàòà BC â

òî÷êà M , ïðàâàòà ïðåç D óñïîðåäíà íà BC, ïðåñè÷à ïðàâàòà AC â òî÷êà N è ïðàâàòà ïðåç

D, óñïîðåäíà íà AC, ïðåñè÷à ïðàâàòà AB â òî÷êà P . Äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå M , N è P
ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

�åøåíèå. Ïîñòðîÿâàìå M1 = AC ∩ DM è N1 = BC ∩ DP . Òúé êàòî G å ñðåäà íà CD,

òî ïðàâàòà ïðåç G, óñïîðåäíà íà AB, ñúäúðæà ñðåäíàòà îòñå÷êà â òðèúãúëíèêà M1MC, à
îòñå÷êàòà AB å ñðåäíà çà òðàïåöà ñ îñíîâè ãîðåñïîìåíàòàòà ñðåäíà îòñå÷êà èM1M . Ïîíåæå

CD å ìåäèàíà, ñëåäâà ÷å D å ñðåäàòà íà M1M , à çíà÷è è N1 å ñðåäàòà íà CM è N å ñðåäàòà

íà M1C (ñðåäíè îòñå÷êè â △M1MC). Ñëåäîâàòåëíî NN1 å ñðåäíà îòñå÷êà â △M1MC è

å óñïîðåäíà è ðàâíà íà ïîëîâèíêàòà íà îñíîâàòà MM1. Òîãàâà NN1 = 1

2
MM1 = DM ,

DMN1N å óñïîðåäíèê è äèàãîíàëèòå ìó MN è DN1 ñå ðàçïîëîâÿâàò. Íî òî÷êà P å ñðåäà

íà DN1, çàùîòî BP å ñðåäíà îòñå÷êà â △DMN1. Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå M , N è P ëåæàò

íà åäíà ïðàâà.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å D å ñðåäà íà MM1 (àêî å èçïîëçâàíî áåç

äîêàçàòåëñòâî � 1 ò.), 2 ò. çà óñïîðåäíèêà DMN1N , 2 ò. çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 8.2. Íåêà a > 0 è |b− c| > 4a. Äà ñå äîêàæå, ÷å å â ñèëà ïîíå åäíî îò íåðàâåíñòâàòà
b2 ≥ 4ac èëè c2 ≥ 4ab.

�åøåíèå. Äîïóñêàìå ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å åäíîâðåìåííî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà b2 < 4ac
è c2 < 4ab. Òîãàâà b2 + c2 < 4ac + 4bc, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà (b − 2a)2 + (c − 2a)2 < 8a2.
Îòòóê è îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å

16a2 < |b− c|2 = |(b− 2a)− (c− 2a)|2 ≤ 2
(

(b− 2a)2 + (c− 2a)2
)

< 16a2,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîïóñêàíå íà ïðîòèâíîòî, 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà íåðàâåíñòâîòî

(b − 2a)2 + (c − 2a)2 < 8a2 èëè íåãîâ àíàëîã, 2 ò. çà ïðàâèëíî è ñúùåñòâåíî çà çàäà÷àòà

èçïîëçâàíå íà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà, 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî.

Çàäà÷à 8.3. à) Ñúùåñòâóâàò ëè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, x è y, çà êîèòî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
86n = x2 + y2?
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà x, y è z,
òàêèâà, ÷å 86n = x2 + y2 + z2.

�åøåíèå. à) Îòãîâîð � íå ñúùåñòâóâà òàêîâà n. Äà äîïóñíåì, ÷å n, x è y èìàò èñêàíîòî

ñâîéñòâî. Òúé êàòî ïðîñòîòî ÷èñëî 43 = 4.10 + 3 äåëè 86, òî äåëè è x2 + y2. Òîãàâà 43|x è

43|y, êîåòî âåäíàãà äàâà 432|x è 432|y è ìîæåì äà ñúêðàòèì íà 432. Òàçè ïðîöåäóðà ìîæå

äà ïðîäúëæè äîêàòî ëÿâàòà ñòðàíà ñå äåëè íà 43 (â ÷àñòíîñò n å ÷åòíî).

Íåêà n = 2n1 è 4n1 = x21 + y21, x1, y1 ∈ N. Îòòóê ïî ìîäóë 4 ëåñíî ñëåäâà, ÷å 2|x1 è 2|y1
è ìîæåì, êàêòî è ïî-ãîðå, äà ñúêðàòèì è äà ïðîäúëæèì. Â êðàéíà ñìåòêà äîñòèãàìå äî

óðàâíåíèåòî 1 = x2
2
+ y2

2
, êîåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïðîòèâîðå÷èå.
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á) Ïðè n = 1 èìàìå 861 = 81 + 4 + 9 = 92 + 22 + 12, à ïðè n = 2 �

862 = 842 + 2.170 = 842 + 4.85 = 842 + 4(81 + 4) = 842 + 182 + 42.

Íåêà n = 2k + 1, k ∈ N, ò.å. n å íå÷åòíî ÷èñëî. Òîãàâà

86n = 86
(

86k
)2

=
(

92 + 22 + 12
)

(

86k
)2

=
(

9 · 86k
)2

+
(

2 · 86k
)2

+
(

86k
)2

å ñáîð íà 3 êâàäðàòà.

Íåêà n = 2k, k ∈ N, ò.å. n å ÷åòíî ÷èñëî. Òîãàâà

86n = 862
(

86k−1

)2

=
(

842 + 182 + 42
)

(

86k−1

)2

å ñáîð íà 3 êâàäðàòà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) Çà (à) � 2 ò. Çà (á): Íàìåðåíè ðàçëàãàíèÿ çà n = 1 è n = 2 � ïî 1 ò.
Ïðè ðàçãëåäàí è ðåøåí ïîíå åäèí ñëó÷àé (÷åòíî èëè íå÷åòíî n) � 2 ò. Ïðè ðåøåíè è äâàòà

ñëó÷àÿ, îùå 1 ò.

Çàäà÷à 8.4. �àçãëåæäàìå òàáëèöè ñ 5 ðåäà è 15 ñòúëáà, â êîèòî íÿêîè îò êëåòêèòå ñà

÷åðíè. Ïðåäè âñåêè ðåä è íàä âñåêè ñòúëá å çàïèñàí áðîÿò íà ÷åðíèòå êëåòêè â òîçè ðåä

èëè ñòúëá. Îêàçàëî ñå, ÷å çàïèñàíèòå ÷èñëà ñà: 10, 6, 7, 4, 6 çà ðåäîâåòå îòãîðå-íàäîëó, è

5, 3, 3, 0, 5, 1, 1, 1, 5, 0, 1, 1, 5, 1, 1 çà ñòúëáîâåòå îòëÿâî íàäÿñíî (åäèí ïðèìåð å ïîêàçàí

ïî-äîëó).

Äâå òàáëèöè ñå ñ÷èòàò ðàçëè÷íè, àêî ïîíå åäíà êëåòêà å áÿëà â åäíàòà, à ÷åðíà â äðóãàòà

òàáëèöà. Äà ñå íàìåðè áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå òàáëèöè îò òîçè âèä.
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�åøåíèå. Ùå íàðè÷àìå òàáëèöèòå îò ðàçãëåæäàíèÿ âèä òîìîãðàìè.

Çàäàäåíàòà òîìîãðàìà å ñ ðàçìåðè 5 × 15. Øåñò îò ñòúëáîâåòå îáà÷å ñà åäíîçíà÷íî îïðå-

äåëåíè - ñúäúðæàò èëè ìàêñèìàëåí (5) èëè ìèíèìàëåí (0) áðîé ÷åðíè êâàäðàò÷åòà. Ïðå-

ìàõâàíåòî èì íå ñå îòðàçÿâà íà áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå ðåøåíèÿ, òàêà ÷å ìîæåì ðàáîòèì ñ

îïðîñòåíà òîìîãðàìà, ñúäúðæàùà 15− 6 = 9 ñòúëáà. Áðîÿò íà ÷åðíèòå êâàäðàò÷åòà ïî ðå-
äîâå ñå ðåäóöèðà ñ 4, òúé êàòî ñìå ïðåìàõíàëè 4 ìàêñèìàëíè ñòúëáà. Ìîäè�èöèðàíàòà 5×9
òîìîãðàìà ñúäúðæà ïðàçåí ðåä, êîéòî ñúùî ìîæå äà áúäå ïðåìàõíàò, òàêà ÷å íà÷àëíàòà

çàäà÷à å åêâèâàëåíòíà (ñëåä ïðåíàðåæäàíå íà ðåäîâå è ñòúëáîâå) íà íàìèðàíåòî íà âñè÷êè

ðåøåíèÿ íà òîìîãðàìàòà
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