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Çàäà÷à 10.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà
êîèòî ðåøåíèÿòà íà íåðàâåíñòâîòî

(a− 4x2)2 − (2a+ 1)x2 + 6x3 ≤ 0

îáðàçóâàò êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë.

�åøåíèå. Îòãîâîð: a = 0. Ïîñðåäñòâîì äèðåêòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ (èëè ðàçãëåæäàíå íà èç-

ðàçà êàòî áèêâàäðàòíî óðàâíåíèå ñïðÿìî a) ëÿâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâîòî ñå ïðåîáðàçóâà
äî:

(8x2 − x− a)(2x2 + x− a) ≤ 0.

Òúé êàòî a ≥ 0, òî äèñêðèìèíàíòèòå è íà äâàòà ìíîæèòåëÿ ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å ëÿâàòà ñòðàíà èìà ÷åòèðè ðåàëíè êîðåíà: x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4, èçìåæäó êîèòî

íàé-ìíîãî äâà ìîãàò äà ñúâïàäíàò (êîðåíèòå íà âñåêè îò êâàäðàòíèòå òðè÷ëåíè ñà äâà ïî

äâà ðàçëè÷íè, äîêàòî êîå�èöèåíòèòå ïðåä x2 â äâàòà òðè÷ëåíà ñà ñ åäíàêúâ çíàê, à òåçè

ïðåä x - ñ ïðîòèâîïîëîæåí è çíà÷è äâàòà òðè÷ëåíà íå ìîãàò äà èìàò åäíàêâè êîðåíè). Â

îáùèÿò ñëó÷àé, ðåøåíèåòî íà íåðàâåíñòâîòî â óñëîâèåòî ñå çàïèñâà ïîñðåäñòâîì ñëåäíàòà

�îðìóëà: x ∈ [x1, x2]∪ [x3, x4], êîåòî å íåïðåêúñíàò çàòâîðåí èíòåðâàë òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî x2 ≡ x3. Êàíäèäàòè çà îáù êîðåí ñà:

8x2 − x− a = 2x2 + x− a ⇐⇒ x(3x− 1) = 0 ⇐⇒ x ∈
{

0,
1

3

}

.

Çà x = 0, ïîëó÷àâàìå a = 0 è äèðåêòíî ïðåñìÿòàìå îñòàíàëèòå äâà êîðåíà íà ëÿâàòà

ñòðàíà, à èìåííî:

{

−1

2
,
1

8

}

. Â òîçè ñëó÷àé, äâîéíèÿò êîðåí íàèñòèíà ñå íàìèðà ìåæäó

äâàòà åäèíè÷íè è òîçè èçáîð íà a âîäè äî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà èíòåðâàëà

[

−1

2
,
1

8

]

. Çà

x = 1/3, ïîëó÷àâàìå a =
5

9
è äèðåêòíî ïðåñìÿòàìå îñòàíàëèòå äâà êîðåíà íà ëÿâàòà ñòðàíà:

{

−5

6
,− 5

24

}

. Òóê äâîéíèÿò êîðåí íå å ìåæäó äâàòà åäèíè÷íè, êîåòî îïðåäåëÿ îáëàñòòà íà

ðåøåíèåòî íà:

[

−5

6
,− 5

24

]

∪ {0} - îáåäèíåíèå íà èíòåðâàë è îòäåëåíà òî÷êà. Òàçè îáëàñò

íå îòãîâàðÿ íà èçèñêâàíåòî â óñëîâèåòî è òîçè ñëó÷àé íå âîäè äî ðåøåíèå. Îêîí÷àòåëíî,

îñòàíà ñàìî a = 0.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçëàãàíåòî íà ìîæèòåëè íà ëÿâàòà ñòðàíà; 1 ò. çà íàáëþäå-

íèåòî, ÷å òÿ âèíàãè èìà ÷åòèðè ðåàëíè êîðåíà; 2ò. çà èçâîäà, ÷å å íåîáõîäèì äâîåí êîðåí;

ïî 1 ò. çà ðàçãëåæäàíåòî íà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ çà îáù êîðåí x ∈ {0, 1/3}.
Çàäà÷à 10.2. Äàäåí å △ABC è íåêà M å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Àêî îçíà÷èì ñ P è R
öåíòðîâåòå íà âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè çà△AMC êúì ñòðàíèòå AM è CM ñúîòâåòíî,

à ñ Q è T öåíòðîâåòå íà âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè çà △BMC êúì ñòðàíèòå BM è CM
ñúîòâåòíî, òî äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå P , Q, R è T ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.
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Çàäà÷à 10.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà
êîèòî ðåøåíèÿòà íà íåðàâåíñòâîòî

(a− 4x2)2 − (2a+ 1)x2 + 6x3 ≤ 0

îáðàçóâàò êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë.

�åøåíèå. Îòãîâîð: a = 0. Ïîñðåäñòâîì äèðåêòíè ïðåîáðàçóâàíèÿ (èëè ðàçãëåæäàíå íà èç-

ðàçà êàòî áèêâàäðàòíî óðàâíåíèå ñïðÿìî a) ëÿâàòà ñòðàíà íà íåðàâåíñòâîòî ñå ïðåîáðàçóâà
äî:

(8x2 − x− a)(2x2 + x− a) ≤ 0.

Òúé êàòî a ≥ 0, òî äèñêðèìèíàíòèòå è íà äâàòà ìíîæèòåëÿ ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å ëÿâàòà ñòðàíà èìà ÷åòèðè ðåàëíè êîðåíà: x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4, èçìåæäó êîèòî

íàé-ìíîãî äâà ìîãàò äà ñúâïàäíàò (êîðåíèòå íà âñåêè îò êâàäðàòíèòå òðè÷ëåíè ñà äâà ïî

äâà ðàçëè÷íè, äîêàòî êîå�èöèåíòèòå ïðåä x2 â äâàòà òðè÷ëåíà ñà ñ åäíàêúâ çíàê, à òåçè

ïðåä x - ñ ïðîòèâîïîëîæåí è çíà÷è äâàòà òðè÷ëåíà íå ìîãàò äà èìàò åäíàêâè êîðåíè). Â

îáùèÿò ñëó÷àé, ðåøåíèåòî íà íåðàâåíñòâîòî â óñëîâèåòî ñå çàïèñâà ïîñðåäñòâîì ñëåäíàòà

�îðìóëà: x ∈ [x1, x2]∪ [x3, x4], êîåòî å íåïðåêúñíàò çàòâîðåí èíòåðâàë òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî x2 ≡ x3. Êàíäèäàòè çà îáù êîðåí ñà:

8x2 − x− a = 2x2 + x− a ⇐⇒ x(3x− 1) = 0 ⇐⇒ x ∈
{

0,
1

3

}

.

Çà x = 0, ïîëó÷àâàìå a = 0 è äèðåêòíî ïðåñìÿòàìå îñòàíàëèòå äâà êîðåíà íà ëÿâàòà

ñòðàíà, à èìåííî:

{

−1

2
,
1

8

}

. Â òîçè ñëó÷àé, äâîéíèÿò êîðåí íàèñòèíà ñå íàìèðà ìåæäó

äâàòà åäèíè÷íè è òîçè èçáîð íà a âîäè äî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà èíòåðâàëà

[

−1

2
,
1

8

]

. Çà

x = 1/3, ïîëó÷àâàìå a =
5

9
è äèðåêòíî ïðåñìÿòàìå îñòàíàëèòå äâà êîðåíà íà ëÿâàòà ñòðàíà:

{

−5

6
,− 5

24

}

. Òóê äâîéíèÿò êîðåí íå å ìåæäó äâàòà åäèíè÷íè, êîåòî îïðåäåëÿ îáëàñòòà íà

ðåøåíèåòî íà:

[

−5

6
,− 5

24

]

∪ {0} - îáåäèíåíèå íà èíòåðâàë è îòäåëåíà òî÷êà. Òàçè îáëàñò

íå îòãîâàðÿ íà èçèñêâàíåòî â óñëîâèåòî è òîçè ñëó÷àé íå âîäè äî ðåøåíèå. Îêîí÷àòåëíî,

îñòàíà ñàìî a = 0.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçëàãàíåòî íà ìîæèòåëè íà ëÿâàòà ñòðàíà; 1 ò. çà íàáëþäå-

íèåòî, ÷å òÿ âèíàãè èìà ÷åòèðè ðåàëíè êîðåíà; 2ò. çà èçâîäà, ÷å å íåîáõîäèì äâîåí êîðåí;

ïî 1 ò. çà ðàçãëåæäàíåòî íà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ çà îáù êîðåí x ∈ {0, 1/3}.
Çàäà÷à 10.2. Äàäåí å △ABC è íåêà M å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB. Àêî îçíà÷èì ñ P è R
öåíòðîâåòå íà âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè çà△AMC êúì ñòðàíèòå AM è CM ñúîòâåòíî,

à ñ Q è T öåíòðîâåòå íà âúíøíîâïèñàíèòå îêðúæíîñòè çà △BMC êúì ñòðàíèòå BM è CM
ñúîòâåòíî, òî äà ñå äîêàæå, ÷å òî÷êèòå P , Q, R è T ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.
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�åøåíèå. Íåêà I è J ñà öåíòðîâåòå íà âïèñà-

íèòå â △AMC è △BMC îêðúæíîñòè, à D å

òî÷êà îò ëú÷à CM→
, òàêàâà ÷å MD = MA =

MB. Òúé êàòî APMI è CRMI ñà âïèñàíè ÷å-

òèðèúãúëíèöè (â îêðúæíîñòè ñ äèàìåòðè PI
è RI ñúîòâåòíî) è îñâåí òîâà △AMP ∼= DMP
(ïî I-âè ïðèçíàê), òî:

�MDP = �MAP = �MIP = �MRC.

Ñëåäîâàòåëíî CPDR å âïèñàí ÷åòèðèúãúë-

íèê è àíàëîãè÷íî CQDT å âïèñàí ÷åòèðèú-

ãúëíèê. Òîãàâà

MP.MR = MD.MC = MQ.MT,

b
A

b
B

b
C

b

M

bc

P

bc
Q

bcR

bcT

bc
I

bc J

b

D
ò.å. òî÷êèòå P , Q, R è T ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåío.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ïîñòðîÿâàíå íà òî÷êèòå I è J è îò÷èòàíå íà �àêòà, ÷å ÷å-

òèðèúãúëíèöèòå APMI è CRMI (èëè ñúîòâåòíî BQMJ è CTMJ) ñà âïèñàíè; 3 ò. çà

ïîñòðîÿâàíå íà òî÷êàòà D è îò÷èòàíå íà �àêòà, ÷å ÷åòèðèúãúëíèöèòå CPDR è CQDT ñà

âïèñàíè; 2 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.

Çàäà÷à 10.3. Â îêðúæíîñò Γ ñ ðàäèóñ 1 å ïîñòðîåíà õîðäà, êîÿòî îòðÿçâà äúãà ñ äúëæèíà√
2π. Çà êîè åñòåñòâåíè n, 3 ≤ n ≤ 2018 â Γ ìîæåì äà âïèøåì ïðàâèëåí n-úãúëíèê, òàêà ÷å

êàòî íîìåðèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà âúðõîâåòå ìó ñ ÷èñëàòà îò 1 äî

n, ñóìèòå íà ÷èñëàòà îò äâåòå ñòðàíè íà õîðäàòà äà ñà ðàâíè?

Èìàìå ïðàâî äà èçáèðàìå âúðõà, îò êîéòî çàïî÷âàìå íîìåðàöèÿòà è íå å ïîçâîëåíî êðàè-

ùàòà íà õîðäàòà äà ñà èçìåæäó âúðõîâåòå íà ìíîãîúãúëíèêà.

�åøåíèå. Â ïðàâèëåí n-úãúëíèê íà âñÿêà ñòðàíà îòãîâàðÿ åëåìåíòàðíà äúãà ñ äúëæèíà

2π

n
. Äà îçíà÷èì ñ k áðîÿò âúðõîâå íà ìíîãîúãúëíèêà, ïðèíàäëåæàùè íà äúãàòà ñ äúëæèíà

√
2π. Òîãàâà òàçè äúãà ñúäúðæà èçöÿëî (k−1) åëåìåíòàðíè äúãè è (íÿêàêâè) ÷àñòè îò äðóãè

2 åëåìåíòàðíè äúãè, ò.å.,

(k + 1)
2π

n
>

√
2π =⇒ k >

n√
2
− 1.

Îò äðóãà ñòðàíà, òúé êàòî

1 + 2 + · · ·+ n√
2
=

n(n+
√
2)

4
>

n(n+ 1)

4
=

1 + 2 + · · ·+ n

2
,

ñóìèòå îò äâåòå ñòðàíè íà õîðäàòà ìîãàò äà ñà ðàâíè åäèíñòâåíî, àêî k <
n√
2
. Ñëåäîâàòåëíî

k =
[

n√
2

]

. Íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñóìà íà k íà áðîé âúðõà å êîãàòî òåçè âúðõîâå ñà ïúðâèòå
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�îðìóëà çà ðåøåíèÿòà è ãåíåðèðàíåòî íà òåçè n ≤ 2018. 1 ò. çà ðàçãëåæäàíåòî íà ñëó÷àèòå
4 ≤ n ≤ 9.

Çàäà÷à 10.4. Åäíà äúðæàâà ñå íàðè÷à

”
ïîäðåäåíà“, àêî â íåÿ èìà 10110900 ãðàäà, êàòî âñå-

êè ãðàä å ñâúðçàí ñ äèðåêòíè ïúòèùà ñ òî÷íî òðè äðóãè ãðàäà. Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíîòî

åñòåñòâåíî ÷èñëî k ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Âúâ âñÿêà ïîäðåäåíà äúðæàâà ìîãàò äà ñå èçáåðàò k ãðàäà òàêà, ÷å âñåêè çàòâîðåí ìàðøðóò
ìèíàâà ïðåç ïîíå åäèí èçáðàí ãðàä.

Çàòâîðåí ìàðøðóò å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðàçëè÷íè ãðàäîâå A1, A2, . . . , Ak, k ≥ 3 çà êîèòî

Ai å ñâúðçàí ñ ïúò ñ Ai+1 çà i = 1, 2, . . . , k − 1 è Ak å ñâúðçàí ñ ïúò ñ A1.

�åøåíèå. Îòãîâîð: k = 5055450. Íåêà N = 10110900 è äà ðàçãëåäàìå ãðà� G ñ âúðõîâå

äàäåíèòå ãðàäîâå è ðåáðà � ïúòèùàòà ìåæäó òÿõ. Âñåêè âðúõ íà G å îò ñòåïåí 3. Òðÿáâà

äà íàìåðèì ìèíèìàëíîòî k, çà êîåòî âèíàãè ìîæåì äà îöâåòèì k âúðõà íà G òàêà ÷å âñåêè

öèêúë äà ñúäúðæà îöâåòåí âðúõ.

Äà îöâåòèì âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à â ÷åðâåíî. Ùå îöâåòÿâàìå íÿêîè âúðõîâå â ñèíüî ïî

ñëåäíîòî ïðàâèëî: Àêî ïðè îöâåòÿâàíåòî íà äàäåí âðúõ â ñèíüî íå âúçíèêâà èçöÿëî ñèí

öèêúë, ãî ïðàâèì. Ïðîäúëæàâàìå ïî òîçè íà÷èí äîêàòî íå ìîæå äà îöâåòèì íîâ âðúõ â

ñèíüî. Íåêà â òîçè ìîìåíò èìàìå x ÷åðâåíè è N − x ñèíè âúðõà. Îò âñåêè ÷åðâåí âðúõ A
ïîñòàâÿìå äâå ñòðåëêè êúì äâàòà ñèíè âúðõà îò öèêúëà, êîèòî ñå ïîëó÷àâà ïðè îöâåòÿâàíå

íà A â ñèíüî.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âúâ âñåêè ñèí âðúõ âëèçàò íàé-ìíîãî äâå ñòðåëêè. Ñëåäîâàòåëíî 2x ≤
2(N − x), ò.å. x ≤ N

2
.

Òúé êàòî N ñå äåëè íà 4, äà ðàçãëåäàìå ãðà� ñúñòàâåí îò

N

4
ïúëíè ÷åòèðèúãúëíèöè (÷åòèðè

âúðõà, âñåêè äâà îò êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âúâ âñåêè òàêúâ ÷åòèðè-

úãúëíèê òðÿáâà äà îöâåòèì ïîíå äâà âúðõà. Ñëåäîâàòåëíî ñà íåîáõîäèìè ïîíå

N

2
= 5055450

îöâåòåíè âúðõà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïðåäïîëîæåíèå, ÷å îòãîâîðúò å

N

2
; 5 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ìîæåì

äà îöâåòèì ≤ N

2
âúðõà; 1 ò. çà ïðèìåð, ÷å òðÿáâà äà ñà îöâåòåíè ïîíå

N

2
âúðõà.

Çàäà÷à 11.1. Äàäåíè ñà ðåäèöèòå a1, a2, . . . è b1, b2, . . . çà êîèòî a1 = 3, a2 = 5, b1 = 7,
b2 = 13 è

an+1 = anan−1, bn+1 = 2bnan−1 − bn−1an

ïðè n ≥ 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè n çà êîèòî an äåëè bn.

�åøåíèå. �àçäåëÿìå ïî÷ëåííî âòîðîòî ðàâåíñòâî íà an+1 = anan−1 è ïîëó÷àâàìå:

bn+1

an+1
=

2bnan−1

anan−1
− bn−1an

anan−1
=

2bn
an

− bn−1

an−1
.
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