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�îðìóëà çà ðåøåíèÿòà è ãåíåðèðàíåòî íà òåçè n ≤ 2018. 1 ò. çà ðàçãëåæäàíåòî íà ñëó÷àèòå
4 ≤ n ≤ 9.

Çàäà÷à 10.4. Åäíà äúðæàâà ñå íàðè÷à

”
ïîäðåäåíà“, àêî â íåÿ èìà 10110900 ãðàäà, êàòî âñå-

êè ãðàä å ñâúðçàí ñ äèðåêòíè ïúòèùà ñ òî÷íî òðè äðóãè ãðàäà. Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíîòî

åñòåñòâåíî ÷èñëî k ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Âúâ âñÿêà ïîäðåäåíà äúðæàâà ìîãàò äà ñå èçáåðàò k ãðàäà òàêà, ÷å âñåêè çàòâîðåí ìàðøðóò

ìèíàâà ïðåç ïîíå åäèí èçáðàí ãðàä.

Çàòâîðåí ìàðøðóò å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðàçëè÷íè ãðàäîâå A1, A2, . . . , Ak, k ≥ 3 çà êîèòî

Ai å ñâúðçàí ñ ïúò ñ Ai+1 çà i = 1, 2, . . . , k − 1 è Ak å ñâúðçàí ñ ïúò ñ A1.

�åøåíèå. Îòãîâîð: k = 5055450. Íåêà N = 10110900 è äà ðàçãëåäàìå ãðà� G ñ âúðõîâå

äàäåíèòå ãðàäîâå è ðåáðà � ïúòèùàòà ìåæäó òÿõ. Âñåêè âðúõ íà G å îò ñòåïåí 3. Òðÿáâà

äà íàìåðèì ìèíèìàëíîòî k, çà êîåòî âèíàãè ìîæåì äà îöâåòèì k âúðõà íà G òàêà ÷å âñåêè

öèêúë äà ñúäúðæà îöâåòåí âðúõ.

Äà îöâåòèì âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à â ÷åðâåíî. Ùå îöâåòÿâàìå íÿêîè âúðõîâå â ñèíüî ïî

ñëåäíîòî ïðàâèëî: Àêî ïðè îöâåòÿâàíåòî íà äàäåí âðúõ â ñèíüî íå âúçíèêâà èçöÿëî ñèí

öèêúë, ãî ïðàâèì. Ïðîäúëæàâàìå ïî òîçè íà÷èí äîêàòî íå ìîæå äà îöâåòèì íîâ âðúõ â

ñèíüî. Íåêà â òîçè ìîìåíò èìàìå x ÷åðâåíè è N − x ñèíè âúðõà. Îò âñåêè ÷åðâåí âðúõ A

ïîñòàâÿìå äâå ñòðåëêè êúì äâàòà ñèíè âúðõà îò öèêúëà, êîèòî ñå ïîëó÷àâà ïðè îöâåòÿâàíå

íà A â ñèíüî.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âúâ âñåêè ñèí âðúõ âëèçàò íàé-ìíîãî äâå ñòðåëêè. Ñëåäîâàòåëíî 2x ≤

2(N − x), ò.å. x ≤
N

2
.

Òúé êàòî N ñå äåëè íà 4, äà ðàçãëåäàìå ãðà� ñúñòàâåí îò

N

4
ïúëíè ÷åòèðèúãúëíèöè (÷åòèðè

âúðõà, âñåêè äâà îò êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âúâ âñåêè òàêúâ ÷åòèðè-

úãúëíèê òðÿáâà äà îöâåòèì ïîíå äâà âúðõà. Ñëåäîâàòåëíî ñà íåîáõîäèìè ïîíå

N

2
= 5055450

îöâåòåíè âúðõà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà ïðåäïîëîæåíèå, ÷å îòãîâîðúò å

N

2
; 5 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ìîæåì

äà îöâåòèì ≤
N

2
âúðõà; 1 ò. çà ïðèìåð, ÷å òðÿáâà äà ñà îöâåòåíè ïîíå

N

2
âúðõà.

Çàäà÷à 11.1. Äàäåíè ñà ðåäèöèòå a1, a2, . . . è b1, b2, . . . çà êîèòî a1 = 3, a2 = 5, b1 = 7,
b2 = 13 è

an+1 = anan−1, bn+1 = 2bnan−1 − bn−1an

ïðè n ≥ 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè n çà êîèòî an äåëè bn.

�åøåíèå. �àçäåëÿìå ïî÷ëåííî âòîðîòî ðàâåíñòâî íà an+1 = anan−1 è ïîëó÷àâàìå:

bn+1

an+1
=

2bnan−1

anan−1
−

bn−1an

anan−1
=

2bn
an

−
bn−1

an−1
.
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Çà ðåäèöàòà cn =
bn

an
èìàìå:

c1 =
7

3
, c2 =

13

5
è cn+1 + cn−1 = 2cn.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å c1, c2, . . . , å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí c1 =
7

3
è ðàçëèêà d =

c2 − c1 =
13

5
−

7

3
=

4

15
. Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà å:

cn =
7

3
+ (n− 1)

4

15
=

4n+ 31

15
.

Òúðñèì âñè÷êè n çà êîèòî an äåëè bn, ò.å. cn å öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà 15 äåëè 4n + 31, ò.å. 15
äåëè 4n+ 1, êîåòî å èçïúëíåíî ïðè n = 15t+ 11.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ðåäèöàòà cn; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ðåäèöàòà cn
å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ; 1 ò. çà íàìèðàíå íà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà cn; 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå

íà îòãîâîðà.

Çàäà÷à 11.2. Òî÷êè M è N ñà ñðåäè ñúîòâåòíî íà ñòðàíèòå BC è AC íà △ABC. Òî÷êà

P å îò îïèñàíàòà îêîëî △CMN îêðúæíîñò k, êàòî P è C ëåæàò â ðàçëè÷íè ïîëóðàâíèíè

îòíîñíî ïðàâàòà AB. Îòñå÷êàòà PA ïðåñè÷à k â òî÷êàM1, à îòñå÷êàòà PB ïðåñè÷à k â òî÷êà

N1. Àêî îòñå÷êèòå MM1 è NN1 ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà X, äà ñå äîêàæå, ÷å <) ACX =<) BCP .

�åøåíèå. Íåêà NN1 ∩ AB = X1. Îò <) N1X1B =<) N1CM ñëåäâà, ÷å N1X1CB å âïèñàí

÷åòèðèúãúëíèê. Îòòóê ïîëó÷àâàìå <) BN1C =<) BX1C îòêúäåòî <) AM1C =<) AX1C, ò.å.

AM1X1C å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê. Ñëåäîâàòåëíî

<) X1M1C =<) X1AC =<) MNC =<) MM1C,

ò.å. M1, X1 è M ëåæàò íà åäíà ïðàâà è çíà÷è X ≡ X1.

Íåêà BP ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî △ABC îêðúæíîñò â òî÷êà K. Ñåãà èìàìå <) ACK =
<) ABK =<) XCN1 (òúé êàòî N1XCB å âïèñàí) è <) KCP =<) BCN1 (îò óñïîðåäíîñòòà

FT ‖ KB). Îò ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å <) ACP =<) XCB.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà X ≡ X1; 2 ò. çà <) ACK =<) ABK =<) XCN1; 2 ò. çà <) KCP =
<) BCN1.

Çàäà÷à 11.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p < 2018 çà êîèòî ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà M = {a, b, a + 1, b− 1} çà êîåòî:

1. p ∈ M

2. ×èñëàòà a è b èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè;

3. ×èñëàòà a+ 1 è b− 1 èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè.

�åøåíèå. Îòãîâîð: 3, 5, 17 è 257. Àêî a = p èìàìå b = pn è ÷èñëàòà p+ 1 è pn − 1 èìàò

åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè. Íåêà q å ïðîñò äåëèòåë íà p− 1. Òúé êàòî p− 1 äåëè pn − 1
çà âñÿêî n, òî q äåëè è pn − 1. Ïîíåæå p + 1 è pn − 1 èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè,
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Çà ðåäèöàòà cn =
bn

an
èìàìå:

c1 =
7

3
, c2 =

13

5
è cn+1 + cn−1 = 2cn.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å c1, c2, . . . , å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí c1 =
7

3
è ðàçëèêà d =

c2 − c1 =
13

5
−

7

3
=

4

15
. Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà å:

cn =
7

3
+ (n− 1)

4

15
=

4n+ 31

15
.

Òúðñèì âñè÷êè n çà êîèòî an äåëè bn, ò.å. cn å öÿëî ÷èñëî. Òîãàâà 15 äåëè 4n + 31, ò.å. 15
äåëè 4n+ 1, êîåòî å èçïúëíåíî ïðè n = 15t+ 11.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ðåäèöàòà cn; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ðåäèöàòà cn
å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ; 1 ò. çà íàìèðàíå íà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà cn; 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå

íà îòãîâîðà.

Çàäà÷à 11.2. Òî÷êè M è N ñà ñðåäè ñúîòâåòíî íà ñòðàíèòå BC è AC íà △ABC. Òî÷êà

P å îò îïèñàíàòà îêîëî △CMN îêðúæíîñò k, êàòî P è C ëåæàò â ðàçëè÷íè ïîëóðàâíèíè

îòíîñíî ïðàâàòà AB. Îòñå÷êàòà PA ïðåñè÷à k â òî÷êàM1, à îòñå÷êàòà PB ïðåñè÷à k â òî÷êà

N1. Àêî îòñå÷êèòå MM1 è NN1 ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà X, äà ñå äîêàæå, ÷å <) ACX =<) BCP .

�åøåíèå. Íåêà NN1 ∩ AB = X1. Îò <) N1X1B =<) N1CM ñëåäâà, ÷å N1X1CB å âïèñàí

÷åòèðèúãúëíèê. Îòòóê ïîëó÷àâàìå <) BN1C =<) BX1C îòêúäåòî <) AM1C =<) AX1C, ò.å.

AM1X1C å âïèñàí ÷åòèðèúãúëíèê. Ñëåäîâàòåëíî

<) X1M1C =<) X1AC =<) MNC =<) MM1C,

ò.å. M1, X1 è M ëåæàò íà åäíà ïðàâà è çíà÷è X ≡ X1.

Íåêà BP ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî △ABC îêðúæíîñò â òî÷êà K. Ñåãà èìàìå <) ACK =
<) ABK =<) XCN1 (òúé êàòî N1XCB å âïèñàí) è <) KCP =<) BCN1 (îò óñïîðåäíîñòòà

FT ‖ KB). Îò ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å <) ACP =<) XCB.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà X ≡ X1; 2 ò. çà <) ACK =<) ABK =<) XCN1; 2 ò. çà <) KCP =
<) BCN1.

Çàäà÷à 11.3. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p < 2018 çà êîèòî ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî
îò åñòåñòâåíè ÷èñëà M = {a, b, a + 1, b− 1} çà êîåòî:

1. p ∈ M

2. ×èñëàòà a è b èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè;

3. ×èñëàòà a+ 1 è b− 1 èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè.

�åøåíèå. Îòãîâîð: 3, 5, 17 è 257. Àêî a = p èìàìå b = pn è ÷èñëàòà p+ 1 è pn − 1 èìàò

åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè. Íåêà q å ïðîñò äåëèòåë íà p− 1. Òúé êàòî p− 1 äåëè pn − 1
çà âñÿêî n, òî q äåëè è pn − 1. Ïîíåæå p + 1 è pn − 1 èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè,
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òî q äåëè è p + 1. Ñëåäîâàòåëíî q äåëè (p+ 1)− (p − 1) = 2, ò.å. q = 2. Ñëåäîâàòåëíî p − 1
íÿìà íå÷åòíè äåëèòåëè, ò.å. p− 1 = 2t èëè p = 2t + 1.
Àêî b = p èìàìå a = pn è ÷èñëàòà pn +1 è p− 1 èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè. Íåêà q

å ïðîñò äåëèòåë íà p− 1 è pn + 1. Òúé êàòî p− 1 äåëè pn − 1 çà âñÿêî n, òî q äåëè è pn − 1.
Ñëåäîâàòåëíî q äåëè (pn + 1) − (pn − 1) = 2, ò.å. q = 2. Ñëåäîâàòåëíî p − 1 íÿìà íå÷åòíè

äåëèòåëè, ò.å. p− 1 = 2t èëè p = 2t + 1.
Ñëó÷àèòå êîãàòî a+ 1 = p èëè b− 1 = p ñà àíàëîãè÷íè íà ðàçãëåäàíèòå.

Ïîëó÷èõìå, ÷å àêî ñúùåñòâóâà ïðîñòî ÷èñëî p ñ èñêàíèòå ñâîéñòâà, òî p = 2t + 1. ×èñëàòà
a = 2t + 1, b = (2t + 1)2 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî, çàùîòî a+ 1 = 2t + 2 è b− 1 = 2t(2t + 2)
èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè.

Ïðîñòèòå ÷èñëà p = 2t + 1 < 2018 ñà: 2, 3, 5, 17 è 257.

Ïðè p = 2 ÷èñëàòà ñà 2, 4, 3, 3 è òúé êàòî èìà ïîâòîðåíèå, òå íå îáðàçóâàò ìíîæåñòâî.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà íàáëþäåíèåòî, ÷å òðÿáâà äà ñå ðàçãëåäàò ñàìî äâà ñëó÷àÿ; ïî

2 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà âñåêè îò ñëó÷àèòå è äîêàçâàíå, ÷å p = 2t + 1; 2 ò. çà ïðèìåð, ÷å èìà
òàêèâà ÷èñëà ïðè p = 2t + 1.

Çàäà÷à 11.4. Åäíà äúðæàâà ñå íàðè÷à

”
ïîäðåäåíà“, àêî â íåÿ èìà 10112018 ãðàäà, êàòî âñå-

êè ãðàä å ñâúðçàí ñ äèðåêòíè ïúòèùà ñ òî÷íî òðè äðóãè ãðàäà. Äà ñå íàìåðè ìèíèìàëíîòî

åñòåñòâåíî ÷èñëî k ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

Âúâ âñÿêà ïîäðåäåíà äúðæàâà ìîãàò äà ñå èçáåðàò k ãðàäà òàêà, ÷å âñåêè çàòâîðåí ìàðøðóò

ìèíàâà ïðåç ïîíå åäèí èçáðàí ãðàä.

Çàòâîðåí ìàðøðóò å ïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðàçëè÷íè ãðàäîâå A1, A2, . . . , Ak, k ≥ 3 çà êîèòî

Ai å ñâúðçàí ñ ïúò ñ Ai+1 çà i = 1, 2, . . . , k − 1 è Ak å ñâúðçàí ñ ïúò ñ A1.

�åøåíèå. Íåêà N = 10112018 è äà ðàçãëåäàìå ãðà� G ñ âúðõîâå äàäåíèòå ãðàäîâå è ðåáðà

� ïúòèùàòà ìåæäó òÿõ. Âñåêè âðúõ íà G å îò ñòåïåí 3. Òðÿáâà äà íàìåðèì ìèíèìàëíîòî k,

çà êîåòî âèíàãè ìîæåì äà îöâåòèì k âúðõà íà G òàêà ÷å âñåêè öèêúë äà ñúäúðæà îöâåòåí

âðúõ.

Äà îöâåòèì âñè÷êè âúðõîâå íà ãðà�à â ÷åðâåíî. Ùå ïðåîöâåòÿâàìå íÿêîè âúðõîâå â ñèíüî

ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî: Àêî ïðè îöâåòÿâàíåòî íà äàäåí âðúõ â ñèíüî íå âúçíèêâà èçöÿëî ñèí

öèêúë, ãî ïðàâèì. Ïðîäúëæàâàìå ïî òîçè íà÷èí äîêàòî íå ìîæå äà îöâåòèì íîâ âðúõ â

ñèíüî. Íåêà â òîçè ìîìåíò èìàìå x ÷åðâåíè è N − x ñèíè âúðõà. Îò âñåêè ÷åðâåí âðúõ A

ïîñòàâÿìå äâå ñòðåëêè êúì äâàòà ñèíè âúðõà îò öèêúëà, êîèòî ñå ïîëó÷àâà ïðè îöâåòÿâàíå

íà A â ñèíüî.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âúâ âñåêè ñèí âðúõ âëèçàò íàé-ìíîãî äâå ñòðåëêè. Ñëåäîâàòåëíî 2x ≤

2(N − x), ò.å. x ≤
N

2
.

Àêî èìàìå ðàâåíñòâî âñåêè ñèí âðúõ å êðàé íà òî÷íî äâå ñòðåëêè è ñèíèòå âúðõîâå ñà òî÷íî

N

2
. Íî òîâà å âúçìîæíî ñàìî àêî âñåêè ñèí âðúõ å ñâúðçàí ñ òî÷íî åäèí ñèí, ò.å. ñèíèòå

âúðõîâå ñå ðàçáèâàò íà äâîéêè, ò.å.

N

2
å ÷åòíî.

Ñëåäîâàòåëíî k ≤
N

2
− 1 Äà ðàçãëåäàìå ãðà� ñúñòàâåí îò

N − 6

4
ïúëíè ÷åòèðèúãúëíè-
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