
Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â Áúëãàðèÿ

Àìåðèêàíñêà �îíäàöèÿ çà Áúëãàðèÿ

Ôîíäàöèÿ �åîðãè ×èëèêîâ

Åñåíåí ìàòåìàòè÷åñêè òóðíèð

”
Àêàäåìèê Ñòå�àí Äîäóíåêîâ“

Ñî�èÿ, 9-11 íîåìâðè 2018 ã.

Ñî�èÿ, 2018 ã.

Свалено от Klasirane.com

öè (÷åòèðè âúðõà, âñåêè äâà îò êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ ðåáðî) è åäíà ïðåñå÷åíà òðèúãúëíà

ïèðàìèäà. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âúâ âñåêè òàêúâ ÷åòèðèúãúëíèê è â ïðåñå÷åíàòà ïèðàìèäà

òðÿáâà äà îöâåòèì ïîíå äâà âúðõà. Ñëåäîâàòåëíî ñà íåîáõîäèìè ïîíå k =
N

2
− 1 = 5056008

îöâåòåíè âúðõà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 4 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å ìîæåì äà îöâåòèì ≤ N

2
âúðõà; 1 ò. çà äîêàçàâàíå,

÷å ðàâåíñòâî ìîæå äà èìà ñàìî ïðè

N

2
å ÷åòíî; 2 ò. çà ïðèìåð, ÷å òðÿáâà äà ñà îöâåòåíè

ïîíå

N

2
− 1 âúðõà.

Çàäà÷à 12.1. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêà êâàäðàòíà �óíêöèÿ f(x) = x2+px+q å èçïúëíåíî:

max
x∈[0,1]

|f(x)| ≥ 1

8
.

Êîãà ñå äîñòèãà ðàâåíñòâî?

�åøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å |f(x)| < 1

8
çà âñÿêî x ∈ [0, 1]. Òîãàâà

−1

8
< q <

1

8
è − 1

8
< 1 + p+ q <

1

8

è ñëåäîâàòåëíî

−1

8
< 1 + p+ q < 1 + p+

1

8
è

1

8
> 1 + p+ q > p+

7

8
.

Îò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å p > −5

4
è p < −3

4
, îòêúäåòî −p

2
∈ [0, 1]. Òîãàâà

f(0) <
1

8
⇐⇒ q <

1

8

f(1) <
1

8
⇐⇒ 1 + p+ q <

1

8

f
(

−p

2

)

> −1

8
⇐⇒ p2

4
− q <

1

8

Óìíîæàâàìå ïúðâîòî è âòîðîòî íåðàâåíñòâî ñ 2, à òðåòîòî ñ 4 è ñúáèðàìå ïî÷ëåííî. Ïîëó-

÷àâàìå (p + 1)2 < 0, êîåòî å íåâúçìîæíî. Ñëåäîâàòåëíî

max
x∈[0,1]

|f(x)| ≥ 1

8
.

Äà äîïóñíåì, ÷å òîçè ìàêñèìóì å ðàâåí íà

1

8
. Òîãàâà q ≤ 1

8
, 1 + p + q ≤ 1

8
è

p2

4
− q ≤ 1

8

(Îò ïúðâèòå äâå íåðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å −5

4
≤ p ≤ −3

4
è −p

2
∈ [0, 1]). Àêî ïîíå åäíî îò
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òðèòå íåðàâåíñòâà å ñòðîãî, êàêòî ïî-ãîðå ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî è òðèòå

íåðàâåíñòâà òðÿáâà äà ñà ðàâåíñòâà, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå p = −1 è q =
1

8
.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà f(0) è f(1); 1 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà f
(

−p
2

)

; 3

ò. çà äîêàçâàíå íà max
x∈[0,1]

|f(x)| ≥ 1

8
; 1 ò. çà ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 12.2. Ñ äèàìåòúð ñòðàíàòà AB íà ðàâíîñòðàíåí △ABC å ïîñòðîåíà îêðúæíîñò k.
Îêðúæíîñò ñå äîïèðà âúòðåøíî äî k â òî÷êà T è äî ñòðàíèòå AB è AC. Äîïèðàòåëíàòà
êúì k â òî÷êà T ïðåñè÷à îòñå÷êàòà BC â òî÷êà Q. Àêî AB = 6 íàìåðåòå äúëæèíàòà íà

îòñå÷êàòà CQ.

�åøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Äà îçíà÷èì ñðåäàòà íà AB ñ O, äîïèðíèòå òî÷êè íà îêðúæíîñòòà

k′(I, r) ñ AB è AC ñúîòâåòíî ñ M è P è TQ ∩ AC = R.

b

A
b

B

bC

b I

b
T

b

M
b

O

b
Q

b

P

bR

Èìàìå AM = r
√
3, OM = 3 − r

√
3, OI = 3 − r è îò ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê OMI

íàìèðàìå

r2 + (3− r
√
3)2 = (3− r)2 =⇒ r = 2

√
3− 2.

Àêî RC = x, òî RT = RP = 6− x− r
√
3 = 2

√
3− x è ñòåïåíòà íà òî÷êàòà R ñïðÿìî k′ å

(3− x)(6− x) = (2
√
3− x)2 =⇒ x =

18 + 8
√
3

11
.

Àêî <) OIM = ϕ, òî tgϕ =
2
√
3− 3

2
√
3− 2

=
3−

√
3

4
è <) QRC = 60◦ − ϕ.

Îò ñèíóñîâàòà òåîðåìà â △RQC íàìèðàìå

CQ = x
sin(60◦ − ϕ)

sin(60◦ − ϕ)
= x

√
3− tgϕ√
3 + tgϕ

=
18 + 8

√
3

11
· 4

√
3− (3−

√
3)

4
√
3 + (3−

√
3)

= 2.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 2 ò. çà íàìèðàíå íà r; 2 ò. çà íàìèðàíå íà CR; 2 ò. çà íàìèðàíå íà

CQ.

Âòîðè íà÷èí. Àêî <) BTQ = α, òî ïîðàäè <) ITQ =<) ATB = 90◦ èìàìå <) ATI = α. Òîãàâà
<) OAT = α è <) IAT = α− 30◦. Îñâåí òîâà <) ABT = 90◦ − α, îòêúäåòî <) TBQ = α− 30◦.

16

Свалено от Klasirane.com

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Ñëåäîâàòåëíî △BQT ∼ △AIT îòêúäåòî

BQ

QT
=

AI

IR
= 2 (òúé êàòî AI = 2r).

Îò äðóãà ñòðàíà QT 2 = QB.(QB−3) (îò ñòåïåíòà íà òî÷êà Q ñïðÿìî k′). Îò òîâà óðàâíåíèå
è îò BQ = 2TQ ïîëó÷àâàìå BQ = 4. Ñëåäîâàòåëíî CQ = 2.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 3 ò. çà ïîäîáíèòå òðèúãúëíèöè; 2 ò. çà ñòåïåíòà íà Q ñïðÿìî k′; 1 ò.
çà íàìèðàíå íà CQ.

Çàäà÷à 12.3. à) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïîëèíîìè f(x, y) ñ ðåàëíè êîå�èöèåíòè òàêèâà, ÷å

f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z)) çà ïðîèçâîëíè x, y, z ∈ R.
á) Ñúùåñòâóâà ëè �óíêöèÿ f : R+ × R+ → R+, êîÿòî íå å ïîëèíîì, íî ãîðíîòî ðàâåíñòâî

å â ñèëà çà ïðîèçâîëíè x, y, z > 0?

�åøåíèå. à) Íåêà m (n) å ñòåïåíòà íà f(u, v) êàòî ïîëèíîì íà u (v). Îò äàäåíîòî ðàâåíñòâî
ñëåäâà, ÷å m2 = m è n2 = n. Çíà÷è m,n ∈ {0, 1}, ò.å. (1) f(u, v) = auv + bu + cv + d. Ñëåä
çàìåñòâàíå íàìèðàìå, ÷å f(u, v) èìà åäíà îò ñëåäíèòå �îðìè: (2) u, v è auv + bu + bv + d,
êúäåòî ad = b2 − b.
á) Ñúùåñòâóâà � íàïðèìåð f(u, v) = (u+ v)/(1 + uv).

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) à) Ïî 2 ò. çà (1) è (2); á) 3 ò.

Çàäà÷à 12.4. Áåçêðàéíî ìíîæåñòâî M îò åñòåñòâåíè ÷èñëà ñå íàðè÷à

”
äîáðî“, àêî ñúùåñ-

òâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2 ñúñ ñâîéñòâîòî: çà âñåêè äâå ÷èñëà a è b îò M , çà êîèòî b > a
è b− a ñå äåëè íà n, ÷èñëàòà

a+ k
b− a

n

çà k = 1, 2, . . . , n− 1 ñà ñúùî îò ìíîæåñòâîòî M .

Çà äîáðî ìíîæåñòâî îò åñòåñòâåíè ÷èñëà M = {a1, a2, . . . } ñ B(M) îçíà÷àâàìå âòîðèÿ ïî

ãîëåìèíà åëåìåíò íà M .

Àêî M1,M2, . . . ,M2018 ñà äâå ïî äâå íåïðåñè÷àùè ñå äîáðè ìíîæåñòâà äà ñå íàìåðè íàé-

ìàëêàòà ñòîéíîñò íà

B(M1) +B(M2) + · · ·+B(M2018).

�åøåíèå. Íåêà M å äîáðî ìíîæåñòâî è äà íàðåäèì åëåìåíòèòå íà M ïî ãîëåìèíà a1 <
a2 < . . . . Ùå äîêàæåì, ÷å âñåêè n ïîñëåäîâàòåëíè åëåìåíòà íà M äàâàò ïúëíà ñèñòåìà îò

îñòàòúöè ïî ìîäóë n. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò äâà åëåìåíòà ai è aj , çà êîèòî j > i,
j − i < n è aj − ai ñå äåëè íà n. Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å ìåæäó ai è aj èìà ïîíå n − 1
åëåìåíòà îò ìíîæåñòâîòî, ïðîòèâîðå÷èå ñ j − i < n.

Ñëåäîâàòåëíî ai ≡ ai+n (mod n) çà âñÿêî i, êàòî ïðè òîâà àêî îçíà÷èì ñ d =
ai+n − ai

n
, òî

îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà èìàìå, ÷å ai+k = ai + kd, çà âñÿêî k = 0, 1, . . . , n. Äîêàçàõìå, ÷å
âñåêè n ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíà íà M îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë n, êàòî
âñåêè åëåìåíò ñå ïîëó÷àâà îò ïðåäèøíèÿ ñ ïðèáàâÿíå íà åäíî è ñúùî ÷èñëî d. Ñëåäîâàòåëíî
åëåìåíòèòå íà M îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ÷àñòíî d.
Âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Mi å àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ïúðâè ÷ëåí ai è ðàçëèêà di. Íåêà
D =ÍÎÊ(d1, d2, . . . , d2018). Âñåêè èíòåðâàë [a + 1, a + 2, . . . , a + D] ñ äúëæèíà D ñúäúðæà
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Ñëåäîâàòåëíî △BQT ∼ △AIT îòêúäåòî
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