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Óñëîâèÿ, êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

Çàäà÷à 8.1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðè k ≥ 25 íåðàâåíñòâîòî x4 + (2k− 99)x2 − 10x+ k2 + k ≥ 0
å èçïúëíåíî çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x.

�åøåíèå. �àçëàãàìå èçðàçà îò ëÿâàòà ÷àñò íà íåðàâåíñòâîòî íà ìíîæèòåëè:

x4+(2k−99)x2−10x+k2+k = (x2−10x+k)(x2+10x+k+1) = ((x−5)2+k−25)((x+5)2+k−24)

Ïðè k ≥ 25 çà äâàòà ìíîæèòåëÿ èìàìå (x − 5)2 + k − 25 ≥ 0 è (x + 5)2 + k − 24 > 0.
Ñëåäîâàòåëíî òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå å íåîòðèöàòåëíî.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 4 ò. çà ðàçëàãàíå êàòî ïðîèçâåäåíèå íà äâà êâàäðàòíè òðè÷ëåíà; ïî

1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å âñåêè îò òÿõ å íåîòðèöàòåëåí ïðè k ≥ 25.

Çàäà÷à 8.2. �îìáîâåòå ABCD, EFGH è BIFJ ñúñ ñòðàíè ñúîòâåòíî a, b è c ñà ðàçïîëî-

æåíè, êàêòî å ïîêàçàíî íà ÷åðòåæà (B ∈ AI, F ∈ IG) è C å ñðåäà íà IH.

à) Äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî a : b : c.
á) Äà ñå äîêàæå, ÷å E å ìåäèöåíòúðúò íà △ACD.

â) Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâàòà AE ðàçïîëîâÿâà ñòðàíàòà GH.
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�åøåíèå. a) Àêî L = DC ∩ HE, òî EJCL å óñïîðåäíèê. Îò △BIC ∼= △LCH ñëåäâà, ÷å

BI = LC ⇐⇒ b = 2c è BC = LH ⇐⇒ a = b + c − a, îòêúäåòî 2a = 3c. Ïîëó÷àâàìå
a : b : c = 3 : 4 : 2.
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á) Àêî K = EF ∩AD è M = AB∩EH, òî AMEK å óñïîðåäíèê ñúñ ñòðàíè AM = a+c−b =
1

3
a, AK = b− c =

2

3
a è

−→
AE =

−−→
AM +

−−→
AK =

1

3

−−→
AB +

2

3

−−→
AD =

1

3
(
−−→
AB +

−−→
AD) +

1

3

−−→
AD =

1

3

−→
AC +

1

3

−−→
AD,

ñëåäîâàòåëíî E å ìåäèöåíòúð íà △ACD.

â) Àêî N å ñðåäàòà íà HG, òî CN e ñðåäíà îòñå÷êà â △HIG, ò.å. CN =
1

2
(b + c) = a,

CN ||IG||AD, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ACND å óñïîðåäíèê. Òîãàâà AN ðàçïîëîâÿâà CD, à îò

à) ñëåäâà, ÷å AE ðàçïîëîâÿâà CD; ïîëó÷èõìå, ÷å N ∈ AE.

Ñúùèÿò �àêò ìîæå äà ñå äîêàæå, êàòî ñå çàáåëåæè, ÷å
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Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) ïî 2 ò. çà âñÿêà ïîäòî÷êà.

Çàäà÷à 8.3. Íåêà M å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïåòöè�ðåíè ÷èñëà îò âèäà a1a20b1b2, êîèòî
ñà òî÷íè êâàäðàòè è b1b2 = a1a2 + 1.
à) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åëåìåíòè íà M , êîèòî ñà êðàòíè íà 5.

á) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè åëåìåíòè íà M .

�åøåíèå. Îòãîâîð. 24025 è 75076.

Íåêà N = a1a20b1b2 = n2
. Òîãàâà b2 ∈ {0, 1, 4, 5, 6, 9}.

Àêî b2 = 0, òúé êàòî N å òî÷åí êâàäðàò, òî b1 = 0, êîåòî å íåâúçìîæíî (b1b2 = a1a2+1 ≧ 11).
Àêî b2 = 5, òúé êàòî N å òî÷åí êâàäðàò, òî b1 = 2. Ïîëó÷àâàìå ÷èñëîòî 24025 = 52.312,
êîåòî å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå b2 ∈ {1, 4, 6, 9}, ò.å.

(1) a2 ∈ {0, 3, 5, 8}.
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Èìàìå

(2) N = 1001 a1a2 + 1 = n2.

Òúé êàòî n2 ≡ 0, 1, 4 (mod 5) è n2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8), òî
n2 ≡ 0, 1, 4, 9, 16, 20, 24, 25, 36 (mod 40). Îòòóê è îò (2) ñëåäâà, ÷å

(3) a1a2 ≡ 0, 3, 8, 15, 19, 23, 24, 35, 39 (mod 40).

Îò (1) è (3) ñëåäâà, ÷å

(4) a1a2 ∈ {40, 80, 43, 83, 48, 88, 15, 55, 95, 23, 63, 35, 75}.

Îñâåí òîâà n2 ≡ 0, 1, 4, 7 (mod 9) è îò (2) ñëåäâà, ÷å

(5) a1a2 ≡ 0, 3, 4, 6 (mod 9).

Îò (4) è (5) ïîëó÷àâàìå, ÷å

a1a2 ∈ {40, 48, 15, 63, 75}.
Ïðîâåðÿâàìå ïåòòå âúçìîæíîñòè. ×èñëàòà 40041 = 33.1483, 15016 = 23.1877 è 63064 =
23.7883 íå ñà òî÷íè êâàäðàòè çàðàäè íå÷åòíèòå ïîêàçàòåëè íà 2 èëè 3 â ðàçëàãàíåòî èì.

×èñëîòî 48049 å ïðîñòî (çà äà ñå âèäè, ÷å 48049 íå å òî÷åí êâàäðàò, ìîæå äà ñå èçïîëçâà

è ÷å êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè ïî ìîäóë 17 ñà 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16, à 48049 ≡ 7 (mod 17)).
×èñëîòî 75076 = 22.1372 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà à) è 5 ò. çà á).

Çàäà÷à 8.4. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà êâàäðàò÷åòàòà â òàáëèöà 3× 7 ìîãàò äà ñå îöâåòÿò
â æúëò, ÷åðâåí èëè ñèí öâÿò òàêà, ÷å äà íÿìà ñúñåäíè åäíîöâåòíè êâàäðàò÷åòà?

(Äâå êâàäðàò÷åòà ñà ñúñåäíè, àêî èìàò îáùà ñòðàíà.)

�åøåíèå. Îöâåòÿâàíå áåç åäíîöâåòíè ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà ùå íàðè÷àìå äîáðî.

Ïîñëåäíèÿò ñòúëá íà äîáðå îöâåòåíà òàáëèöà å îò âèäà

1)

x

y

x

èëè 2)

x

y

z

,

êúäåòî x, y è z ñà ðàçëè÷íè öâåòîâå.

Íåêà an å áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå äîáðè îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n, ïðè êîèòî ïîñëåäíèÿò

ñòúëá å îò âèä 1), ò.å. å îöâåòåí â äâà öâÿòà. Ñ bn îçíà÷àâàìå áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå äîáðè

îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n, ïðè êîèòî ïîñëåäíèÿò ñòúëá å îò âèä 2), ò.å. å îöâåòåí â òðè

ðàçëè÷íè öâÿòà. Âñè÷êè äîáðè îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n ñà sn = an + bn íà áðîé.

Äîáðèòå îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n ñå ïîëó÷àâàò, êàòî äîáðèòå îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà

3× (n− 1) îò âèä 1) ñå ïðîäúëæàò ïî íÿêîé îò ñëåäíèòå ïåò íà÷èíà:
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Èìàìå

(2) N = 1001 a1a2 + 1 = n2.

Òúé êàòî n2 ≡ 0, 1, 4 (mod 5) è n2 ≡ 0, 1, 4 (mod 8), òî
n2 ≡ 0, 1, 4, 9, 16, 20, 24, 25, 36 (mod 40). Îòòóê è îò (2) ñëåäâà, ÷å

(3) a1a2 ≡ 0, 3, 8, 15, 19, 23, 24, 35, 39 (mod 40).

Îò (1) è (3) ñëåäâà, ÷å

(4) a1a2 ∈ {40, 80, 43, 83, 48, 88, 15, 55, 95, 23, 63, 35, 75}.
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(5) a1a2 ≡ 0, 3, 4, 6 (mod 9).
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Èìàìå
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(5) a1a2 ≡ 0, 3, 4, 6 (mod 9).

Îò (4) è (5) ïîëó÷àâàìå, ÷å

a1a2 ∈ {40, 48, 15, 63, 75}.
Ïðîâåðÿâàìå ïåòòå âúçìîæíîñòè. ×èñëàòà 40041 = 33.1483, 15016 = 23.1877 è 63064 =
23.7883 íå ñà òî÷íè êâàäðàòè çàðàäè íå÷åòíèòå ïîêàçàòåëè íà 2 èëè 3 â ðàçëàãàíåòî èì.

×èñëîòî 48049 å ïðîñòî (çà äà ñå âèäè, ÷å 48049 íå å òî÷åí êâàäðàò, ìîæå äà ñå èçïîëçâà

è ÷å êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè ïî ìîäóë 17 ñà 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16, à 48049 ≡ 7 (mod 17)).
×èñëîòî 75076 = 22.1372 å ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà à) è 5 ò. çà á).

Çàäà÷à 8.4. Ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà êâàäðàò÷åòàòà â òàáëèöà 3× 7 ìîãàò äà ñå îöâåòÿò
â æúëò, ÷åðâåí èëè ñèí öâÿò òàêà, ÷å äà íÿìà ñúñåäíè åäíîöâåòíè êâàäðàò÷åòà?

(Äâå êâàäðàò÷åòà ñà ñúñåäíè, àêî èìàò îáùà ñòðàíà.)

�åøåíèå. Îöâåòÿâàíå áåç åäíîöâåòíè ñúñåäíè êâàäðàò÷åòà ùå íàðè÷àìå äîáðî.

Ïîñëåäíèÿò ñòúëá íà äîáðå îöâåòåíà òàáëèöà å îò âèäà

1)

x

y

x

èëè 2)

x

y

z

,

êúäåòî x, y è z ñà ðàçëè÷íè öâåòîâå.

Íåêà an å áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå äîáðè îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n, ïðè êîèòî ïîñëåäíèÿò

ñòúëá å îò âèä 1), ò.å. å îöâåòåí â äâà öâÿòà. Ñ bn îçíà÷àâàìå áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå äîáðè

îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n, ïðè êîèòî ïîñëåäíèÿò ñòúëá å îò âèä 2), ò.å. å îöâåòåí â òðè

ðàçëè÷íè öâÿòà. Âñè÷êè äîáðè îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n ñà sn = an + bn íà áðîé.

Äîáðèòå îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3× n ñå ïîëó÷àâàò, êàòî äîáðèòå îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà

3× (n− 1) îò âèä 1) ñå ïðîäúëæàò ïî íÿêîé îò ñëåäíèòå ïåò íà÷èíà:
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x

y

x

→
y

x

y

,

z

x

z

,

y

x

z

,

z

x

y

,

y

z

y

èëè êàòî äîáðèòå îöâåòÿâàíèÿ íà òàáëèöà 3 × (n − 1) îò âèä 2) ñå ïðîäúëæàò ïî íÿêîé îò

ñëåäíèòå ÷åòèðè íà÷èíà:

x

y

z

→
y

x

y

,

z

x

y

,

y

z

y

,

y

z

x

.

Ñëåäîâàòåëíî

an = 3an−1 + 2bn−1

bn = 2an−1 + 2bn−1

è êàòî ñúáåðåì ðàâåíñòâàòà è èçïîëçâàìå, ÷å bn = 2(an−1 + bn−1) = 2sn−1, ïîëó÷àâàìå

sn = an + bn = 5an−1 + 4bn−1 =

= 5(an−1 + bn−1)− bn−1 =

= 5sn−1 − 2sn−2.

Îñòàâà äà íàìåðèì a1 = b1 = 6, s1 = 12, s2 = 5.6 + 4.6 = 54 è äà ïðåñìåòíåì ïúðâèòå 7

÷ëåíà íà ðåäèöàòà:

12, 54, 246, 1122, 5118, 23346, 106494.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè)

Çàäà÷à 9.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

x2 +
64

x2
= a

(

x− 8

x

)

+ 2,

êúäåòî a å ïàðàìåòúð, åñòåñòâåíî ÷èñëî. Çà êîè ñòîéíîñòè íà a óðàâíåíèåòî èìà 4 ðàöèî-

íàëíè êîðåíà?

�åøåíèå. Ïîëàãàìå t = x− 8

x
, îòêúäåòî x2− tx−8 = 0 è x =

t±
√
t2 + 32

2
. Òîãàâà x2+

64

x2
=

t2 + 16 è íà÷àëíîòî óðàâíåíèå ñå ïðåîáðàçóâà äî:

t2 − at+ 14 = 0. (1)

Êîãàòî x å ðàöèîíàëíî, òî è t å ðàöèîíàëíî, ïðè òîâà t2 + 32 òðÿáâà äà å òî÷åí êâàäðàò.

Ñëåäîâàòåëíî (1) òðÿáâà äà èìà 2 ðàöèîíàëíè êîðåíà. Òîâà å âúçìîæíî åäèíñòâåíî, êîãàòî

äèñêðèìèíàíòàòà íà óðàâíåíèåòî å òî÷åí êâàäðàò:

D = a2 − 56 = s2 =⇒ (a− s)(a+ s) = 23 · 7.
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