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Òúé êàòî a å åñòåñòâåí ïàðàìåòúð, à á.î.î. ìîæåì äà äîïóñíåì, ÷å s ñúùî å åñòåñòâåíî

÷èñëî, èìàìå ÷å s + a > s − a êàòî è äâåòå ÷èñëà ñà îò åäíàêâà ÷åòíîñò. Èìàìå ñëåäíèòå

äâå âúçìîæíîñòè:

∣

∣

∣

∣

a− s = 2
a+ s = 28

=⇒ a = 15, s = 13.
t1 = 1; t2 = 14.

Íî è ïðè äâåòå ñòîéíîñòè íà t, t2+32 íå å òî÷åí êâàäðàò, ñëåäîâàòåëíî òîçè ñëó÷àé íå âîäè

äî ðåøåíèå. Îñòàâà äà ïðîâåðèì

∣

∣

∣

∣

a− s = 4
a+ s = 14

=⇒ a = 9, s = 5
t1 = 2; t2 = 7

=⇒ x1,2 =
2±6

2
= {−2, 4}.

x3,4 =
7±9

2
= {−1, 8}.

Îêîí÷àòåëíî, åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà å a = 9.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà ïîëàãàíåòî t = x − 8

x
è äîñòèãàíåòî äî óðàâíåíèå (1); 1

ò. çà íàìèðàíåòî íà äèñêðèìèíàíòàòà íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå è çàêëþ÷àâàíåòî, ÷å òÿ

òðÿáâà äà å òî÷åí êâàäðàò; 2 ò. çà ðàçãëåæäàíåòî íà ðàçëè÷íèòå ñëó÷àè è ïîëó÷àâàíåòî

íà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè çà a = {9, 15}; 1 ò. çà îòõâúðëÿíåòî íà ñëó÷àÿ a = 15; 1 ò. çà

ïðîâåðêàòà, ÷å a = 9 å ðåøåíèå.

Çàäà÷à 9.2. Äàäåí å óñïîðåäíèê ABCD, çà êîéòî BD⊥AD. Òî÷êèòå A1 è A2 ñà ïåòèòå

íà ïåðïåíäèêóëÿðèòå, ñïóñíàòè îò A ñúîòâåòíî êúì ïðàâèòå CD è BC. Îòñå÷êàòà A1A2

ïðåñè÷à AB â òî÷êà P , à AC ∩ BD = O. Àêî ïðàâèòå OP è AD ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà M ,

äîêàæåòå ÷å òî÷êèòå A1, O,A2 è M ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Òúé êàòî AA2BD å ïðàâîúãúëíèê, òî A2B = AD = BC è çíà÷è, B � ñðåäà íà A2C.

Íî BP ‖ CA1, ñëåäîâàòåëíî BP å ñðåäíà îòñå÷êà â △CA1A2. ×åòèðèúãúëíèêúò AA2CA1

å âïèñàí ñ öåíòúð O (ñðåäà íà õèïîòåíóçàòà AC â △ACA1 è △ACA2), ñëåäîâàòåëíî OP å

ñèìåòðàëàòà íà A1A2, △MA2O ∼= △MA1O è

<) MA1O =<) MA2O.

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å òåçè úãëè ñà ïî 90◦, êàòî çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å

÷åòèðèúãúëíèêúò MA2OD å âïèñàí è ñëåäîâàòåëíî <) MA2O = 180− <) MDO = 90◦. Íåêà
îçíà÷èì <) DCB = α. Èçïîëçâàéêè, ÷å PA2BO å âïèñàí (ñðåùóïîëîæíè ïðàâè úãëè), ïî-

ëó÷àâàìå <) MOA2 =<) ABA2 =<) DCB = α. Îò äðóãà ñòðàíà, DB å âèñî÷èíà è ìåäèàíà

â △A2CD, ñëåäîâàòåëíî òðèúãúëíèêúò å ðàâíîáåäðåí è îò óñïîðåäíîñòòà íà ïðàâèòå AD

è BC ïîëó÷àâàìå <) MDA2 =<) DA2C =<) DCA2 = α. Îò ðàâåíñòâîòî <) MOA2 = α =
<) MDA2 çàêëþ÷àâàìå, ÷å MA2OD å âïèñàí, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàáåëåæêà: Àêî AA1∩DC = X, AA2∩BC = Y , òî ðàçãëåæäàíàòà îêðúæíîñò å îêðúæíîñòòà

íà äåâåòòå òî÷êè çà △XY C.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å P å ñðåäà íà A1A2; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å

OP⊥A1A2; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å D,O è äâå îò òðèòå òî÷êè A,A1, A2 ëåæàò íà åäíà îê-

ðúæíîñò; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å âñè÷êèòå 5 òî÷êè ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.
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Ñëåäîâàòåëíî

an = 3an−1 + 2bn−1

bn = 2an−1 + 2bn−1

è êàòî ñúáåðåì ðàâåíñòâàòà è èçïîëçâàìå, ÷å bn = 2(an−1 + bn−1) = 2sn−1, ïîëó÷àâàìå

sn = an + bn = 5an−1 + 4bn−1 =

= 5(an−1 + bn−1)− bn−1 =

= 5sn−1 − 2sn−2.

Îñòàâà äà íàìåðèì a1 = b1 = 6, s1 = 12, s2 = 5.6 + 4.6 = 54 è äà ïðåñìåòíåì ïúðâèòå 7

÷ëåíà íà ðåäèöàòà:

12, 54, 246, 1122, 5118, 23346, 106494.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè)

Çàäà÷à 9.1. Äàäåíî å óðàâíåíèåòî

x2 +
64

x2
= a

(

x− 8

x

)

+ 2,

êúäåòî a å ïàðàìåòúð, åñòåñòâåíî ÷èñëî. Çà êîè ñòîéíîñòè íà a óðàâíåíèåòî èìà 4 ðàöèî-

íàëíè êîðåíà?

�åøåíèå. Ïîëàãàìå t = x− 8

x
, îòêúäåòî x2− tx−8 = 0 è x =

t±
√
t2 + 32

2
. Òîãàâà x2+

64

x2
=

t2 + 16 è íà÷àëíîòî óðàâíåíèå ñå ïðåîáðàçóâà äî:

t2 − at+ 14 = 0. (1)

Êîãàòî x å ðàöèîíàëíî, òî è t å ðàöèîíàëíî, ïðè òîâà t2 + 32 òðÿáâà äà å òî÷åí êâàäðàò.

Ñëåäîâàòåëíî (1) òðÿáâà äà èìà 2 ðàöèîíàëíè êîðåíà. Òîâà å âúçìîæíî åäèíñòâåíî, êîãàòî

äèñêðèìèíàíòàòà íà óðàâíåíèåòî å òî÷åí êâàäðàò:

D = a2 − 56 = s2 =⇒ (a− s)(a+ s) = 23 · 7.
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÷åòèðèúãúëíèêúò MA2OD å âïèñàí è ñëåäîâàòåëíî <) MA2O = 180− <) MDO = 90◦. Íåêà
îçíà÷èì <) DCB = α. Èçïîëçâàéêè, ÷å PA2BO å âïèñàí (ñðåùóïîëîæíè ïðàâè úãëè), ïî-

ëó÷àâàìå <) MOA2 =<) ABA2 =<) DCB = α. Îò äðóãà ñòðàíà, DB å âèñî÷èíà è ìåäèàíà

â △A2CD, ñëåäîâàòåëíî òðèúãúëíèêúò å ðàâíîáåäðåí è îò óñïîðåäíîñòòà íà ïðàâèòå AD

è BC ïîëó÷àâàìå <) MDA2 =<) DA2C =<) DCA2 = α. Îò ðàâåíñòâîòî <) MOA2 = α =
<) MDA2 çàêëþ÷àâàìå, ÷å MA2OD å âïèñàí, ñ êîåòî çàäà÷àòà å ðåøåíà.

Çàáåëåæêà: Àêî AA1∩DC = X, AA2∩BC = Y , òî ðàçãëåæäàíàòà îêðúæíîñò å îêðúæíîñòòà

íà äåâåòòå òî÷êè çà △XY C.

Îöåíÿâàíå. (6 òî÷êè) 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å P å ñðåäà íà A1A2; 1 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å

OP⊥A1A2; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å D,O è äâå îò òðèòå òî÷êè A,A1, A2 ëåæàò íà åäíà îê-

ðúæíîñò; 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å âñè÷êèòå 5 òî÷êè ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò.
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Çàäà÷à 9.3. Ïîäìíîæåñòâî M íà ìíîæåñòâîòî {1, 2, . . . , 2018} ñå íàðè÷à

”
äîáðî“, àêî çà

âñåêè äâå ÷èñëà a è b îò M , çà êîèòî b > a è b− a ñå äåëè íà 30, ÷èñëàòà

a+ k
b− a

30

çà k = 1, 2, . . . , 29 ñà ñúùî îò ìíîæåñòâîòî M . Êîëêî ñà äîáðèòå ìíîæåñòâà ñ 218 åëåìåíòà.

�åøåíèå. Îòãîâîð: 2300. Íåêà M å äîáðî ìíîæåñòâî è äà íàðåäèì åëåìåíòèòå íà M ïî

ãîëåìèíà a1 < a2 < · · · < a218. Ùå äîêàæåì, ÷å âñåêè 30 ïîñëåäîâàòåëíè åëåìåíòà íà M

äàâàò ïúëíà ñèñòåìà îò îñòàòúöè ïî ìîäóë 30. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò äâà åëåìåíòà

ai è aj , çà êîèòî j > i, j − i < 30 è aj − ai ñå äåëè íà 30. Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å ìåæäó ai
è aj èìà ïîíå 29 åëåìåíòà îò ìíîæåñòâîòî, ïðîòèâîðå÷èå ñ j − i < 30.

Ñëåäîâàòåëíî ai ≡ ai+30 (mod 30) çà âñÿêî i, êàòî ïðè òîâà àêî îçíà÷èì ñ d =
ai+30 − ai

30
, òî

îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà èìàìå, ÷å ai+k = ai + kd, çà âñÿêî k = 0, 1, . . . , 30. Äîêàçàõìå, ÷å
âñåêè 30 ïîñëåäîâàòåëíè ÷ëåíà íà M îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìà îñòàòúöè ïî ìîäóë 30, êàòî

âñåêè åëåìåíò ñå ïîëó÷àâà îò ïðåäèøíèÿ ñ ïðèáàâÿíå íà åäíî è ñúùî ÷èñëî d. Ñëåäîâàòåëíî

òîâà ñâîéñòâî å âÿðíî çà âñè÷êè åëåìåíòè íà M , êàòî d å âçàèìíîïðîñòî ñ 30.
Òúé êàòî 2018 = 201.10 + 8 < 217.10 + 1, òî çàêëþ÷àâàìå, ÷å d ≤ 9 è (d, 30) = 1, êîåòî âîäè
äî åäèíñòâåíèòå âúçìîæíîñòè d ∈ {1, 7}.
Ïðè d = 1 èìàìå 1801 äîáðè ìíîæåñòâà, ò.ê., 217.1+1 = 218 ≤ a218 ≤ 2018 è âñåêè ðàçëè÷åí
èçáîð íà a218 âîäè äî ðàçëè÷íî ìíîæåñòâî M .

Ïðè d = 7 èìàìå 499 äîáðè ìíîæåñòâà, ò.ê. 217.7 + 1 = 1520 ≤ a218 ≤ 2018. Îêîí÷àòåëíî,
èìà 1801 + 499 = 2300 ðàçëè÷íè ìíîæåñòâà M .

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 2 ò. çà èçâîäà, ÷å âñåêè 30 ïîñëåäîâàòåëíè ÷èñëà îò M îáðàçóâàò

ÏÑÎ ïî ìîäóë 30; 2 ò. çà äîêàçàòåëñòâî, ÷å ÷èñëàòà îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ ñúñ

ñòúïêà d, âçàèìíîïðîñòà ñ 30; 1 ò. çà îãðàíè÷àâàíåòî íà ñëó÷àèòå äî d ∈ {1, 7}; ïî 1 ò. çà

ïðåáðîÿâàíå íà äîáðèòå ìíîæåñòâà çà âñÿêî îò äâåòå âúçìîæíè d.

Çàäà÷à 9.4. Íàìåðåòå âñè÷êè òðèöè�ðåíè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî ñúùåñòâóâà åñ-

òåñòâåíî ÷èñëî k, òàêîâà, ÷å áðîÿò íà åñòåñòâåíèòå äâîéêè ðåøåíèÿ (x, y) íà ñèñòåìèòå îò

íåðàâåíñòâà

∣

∣

∣

∣

x+ y ≤ n+ 1
y ≥ k

è

∣

∣

∣

∣

x+ y ≤ n+ 1
y < k

äà å åäèí è ñúù. Ïðèìåð çà åäíîöè�ðåíî n, óäîâëåòâîðÿâàùî óñëîâèåòî å n = 3, êúäåòî ïðè
k = 2 áðîÿò ðåøåíèÿ íà äâåòå ñèñòåìè å ïî 3: {(1, 2), (2, 2), (1, 3)} íà ïúðâàòà, ðåñïåêòèâíî

{(1, 1), (2, 1), (3, 1)} íà âòîðàòà.

�åøåíèå. Åñòåñòâåíèòå äâîéêè ðåøåíèÿ (x, y) íà íåðàâåíñòâîòî x + y ≤ n + 1 ñà öåëî-

÷èñëåíèòå âúçëè â ïðàâîúãúëåí, ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê ñ âúðõîâå (1, 1), (1, n) è (n, 1).
Ñëåäîâàòåëíî, çà âñÿêî åñòåñòâåíî 1 ≤ s ≤ n, áðîÿò ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà

∣

∣

∣

∣

x+ y ≤ n+ 1
y = s
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å òî÷íî n + 1 − s. Íåêà îçíà÷èì ℓ = n + 1 − k. Òîãàâà ïúðâàòà ñèñòåìà â óñëîâèåòî íà

çàäà÷àòà èìà

ℓ(ℓ+ 1)

2
äâîéêè åñòåñòâåíè ðåøåíèÿ (x, y), äîêàòî âñè÷êè ðåøåíèÿ íà äâåòå

ñèñòåìè çàåäíî ñà

n(n+ 1)

2
. Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà òàêèâà òðèöè�ðåíè n,

çà êîèòî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ℓ, òàêîâà ÷å å èçïúëíåíî ñëåäíîòî òúæäåñòâî:

ℓ(ℓ+ 1)

2
=

n(n+ 1)

4
. (2)

Óìíîæàâàéêè äâåòå ñòðàíè ïî 8 è ïðèáàâÿéêè åäèíèöà êúì òÿõ, ñòèãàìå äî åêâèâàëåíòíèÿ

èçðàç

(2ℓ+ 1)2 = n2 + (n+ 1)2. (3)

Ïúðâè íà÷èí: Äà îçíà÷èì ñ y = 2ℓ+1 è x = 2n+1. Òîãàâà, ñëåä åëåìåíòàðíè ïðåîáðàçó-

âàíèÿ, (3) ñå òðàíñ�îðìèðà â óðàâíåíèåòî íà Ïåë

x2 − 2y2 = −1, (4)

çà êîåòî (1, 1) å �óíäàìåíòàëíî ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êèòå ìó ðåøåíèÿ (xm, ym) ñå
çàäàâàò ÷ðåç �îðìóëàòà:

xm +
√
2ym = (1 +

√
2)2m−1, m ∈ N.

Èçìåæäó òÿõ, íèå òúðñèì òåçè xm, ïðè êîèòî 100 ≤ xm−1

2
≤ 999. Ïðåñìÿòàíåòî íà ïúðâèòå

íÿêîëêî ðåøåíèÿ âîäè äî (x1, y1) = (1, 1), (x2, y2) = (7, 5), (x3, y3) = (41, 29), (x4, y4) =
(239, 169), (x5, y5) = (1393, 885). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x6 âå÷å å òâúðäå ãîëÿìî è âîäè, äî

÷åòèðèöè�ðåíî n. Ñëåäîâàòåëíî, åäèíñòâåíî x4 è x5 óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî è âîäÿò äî

äâåòå ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà: n = 119, ñúîòâåòíî n = 696. Çà òÿõ ñúîòâåòíèòå ℓ ñà ℓ = 84 è

ℓ = 442 è çíà÷è k = 36, ðåñïåêòèâíî k = 225.
Âòîðè íà÷èí: Èçïîëçâàìå (ñ äîêàçàòåëñòâî!) ñëåäíàòà òåîðåìà: Íåêà (a, b, c) å Ïèòàãî-

ðîâà òðîéêà ñ ãåíåðàòîð (r, s), ò.å. a2 + b2 = c2, a = r2 − s2, b = 2rs, c = r2 + s2. Òî-

ãàâà |a − b| = 1 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (2r + s, r) å ãåíåðàòîð íà ïîäîáíà Ïèòàãî-

ðîâà òðîéêà. Åäíî âúçìîæíî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà å ïðåäñòàâåíî â ñëåäíèÿ ëèíê:

https://proofwiki.org/wiki/Generator_for_Almost_Isos
eles_Pythagorean_Triangle.

Çàïî÷âàìå îò ïðèìåðà, äàäåí â óñëîâèåòî, êîéòî îòãîâàðÿ íà òðîéêàòà (3, 4, 5), ãåíåðèðàíà
îò (r, s) = (2, 1). Ñëåäîâàòåëíî, ñëåäâàùàòà òàêàâà Ïèòàãîðîâà òðîéêà ñå ãåíåðèðà îò (2 ·2+
1, 2) = (5, 2) è å (20, 21, 29). Ñëåäâàùàòà ñå ãåíåðèðà îò (2·5+2, 5) = (12, 5) è å (119, 120, 169).
Ñëåäâàùàòà ñå ãåíåðèðà îò (2 · 12 + 5, 12) = (29, 12) è å (696, 697, 985). Îòòóê íàòàòúê,

íàé-ìàëêàòà ñòðàíà â ñëåäâàùèòå Ïèòàãîðîâè òðîéêè íàäõâúðëÿ 1000 è íå óäîâëåòâîðÿâà

óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Îêîí÷àòåëíî n = {119, 696} ñà òúðñåíèòå ðåøåíèÿ.

Îöåíÿâàíå. (7 òî÷êè) 1 ò. çà äîñòèãàíå äî óðàâíåíèå (3); ïî 1 ò. çà íàìèðàíå íà âñÿêî îò

äâåòå ðåøåíèÿ; 4 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å äðóãè ðåøåíèÿ íÿìà.
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