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Çàäà÷à 10. 1. Äàäåíè ñà êâàäðàòíèòå �óíêöèè

f(x) = x2 + ax+ b è g(x) = x2 + bx+ a

ñ ðåàëíè ïàðàìåòðè a è b. Èçâåñòíî å, ÷å óðàâíåíèåòî f(x)g(x) = 0 èìà ÷åòèðè ðàçëè÷íè

ðåàëíè êîðåíà è òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå å 10. Àêî ãðà�èêèòå íà �óíêöèèòå f(x) è g(x) ñå
ïðåñè÷àò â åäèíñòâåíà òî÷êà A è òÿ å íà ðàçñòîÿíèå

√
65 îò íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà

ñèñòåìà, äà ñå íàìåðÿò a è b.

�åøåíèå. Íåêà x1 è x2 ñà êîðåíèòå íà f(x) = 0, à x3 è x4 � íà g(x) = 0. Îò �îðìóëèòå íà
Âèåò ïîëó÷àâàìå, ÷å x1x2 = b è x3x4 = a è ñëåäîâàòåëíî x1x2x3x4 = ab. Îò äðóãà ñòðàíà

x1, x2, x3, x4 ñà òî÷íî êîðåíèòå íà f(x)g(x) = 0. Ñëåäîâàòåëíî ab = 10.
Ïðè a = b ãðà�èêèòå íà f è g ñúâïàäàò, òàêà ÷å ìîæå äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å a 6= b. Ñåãà

àêî A = (x0, y0), òî f(x0) = g(x0) = y0 è òúé êàòî a 6= b, ëåñíî íàìèðàìå, ÷å x0 = 1, à
y0 = a + b + 1. Íåêà B = (1, 0), à O = (0, 0) å íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Òîãàâà

△OAB å ïðàâîúãúëåí ñ êàòåòè OB = 1 è AB = |a+ b+1|. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð
|OA|2 = 1+(a+b+1)2. Îò äðóãà ñòðàíà |OA|2 = 65, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å (a+b+1)2 = 64,
òîåñò a+ b = 7 èëè a+ b = −9.
Â ñëó÷àÿ a+b = 7 îò ab = 10 íàìèðàìå, ÷å a è b ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2−7t+10 = 0,
òîåñò {a, b} = {2, 5}. Òúé êàòî îáà÷å 22 − 4.5 < 0, òî åäíî îò äâåòå óðàâíåíèÿ f(x) = 0 èëè

g(x) = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Ñëåäîâàòåëíî {a, b} = {2, 5} íå å ðåøåíèå.

Â ñëó÷àÿ a+b = −9 îò ab = 10 íàìèðàìå, ÷å a è b ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2+9t+10 = 0,

òîåñò {a, b} = {−9+
√
41

2 , −9−
√
41

2 }. ßñíî å, ÷å a < 0 è b < 0 è ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé

a2 − 4b > 0 è b2 − 4a > 0, òîåñò f(x) = 0 è g(x) = 0 èìàò ïî äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà, à

òúé êàòî A å åäèíñòâåíàòà îáùà òî÷êà çà äâåòå ãðà�èêè è òÿ èìà y-êîîðäèíàòà |a+b+1| = 8,
òî f(x) = 0 è g(x) = 0 íÿìàò îáùè êîðåíè.

Îêîí÷àòåëíî: (a, b) = (−9+
√
41

2 , −9−
√
41

2 ) è (a, b) = (−9−
√
41

2 , −9+
√
41

2 ).
Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 1 ò. � çà íàìèðàíå íà ab; 2 ò. � çà íàìèðàíå íà äâåòå âúçìîæíè

ñòîéíîñòè íà a+ b; ïî 1 ò. � çà íàìèðàíåòî íà êîðåíèòå íà âñÿêî îò äâåòå êâàäðàòíè óðàâ-

íåíèÿ; 1 ò. � çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10. 2. Òî÷êèòå P , Q è R ñúîòâåòíî îò ñòðàíèòå BC, CA è AB íà òðèúãúëíèê ABC

ñà òàêèâà, ÷å ïðàâèòå AP , BQ è CR ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà S. Àêî

SABS = SQSPC è

SARC

SBRC

=
|CA|4
|BC|4 ,

äà ñå äîêàæå, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêúò ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò.

�åøåíèå. Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ: a = |BC|, b = |AC| è ha, hb çà ñúîòâåòíèòå

èì âèñî÷èíè. Îò SABS = SQSPC ïîëó÷àâàìå SABP = SQBC , îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

BP.ha = CQ.hb ⇐⇒ BP =
hb

ha
.CQ ⇐⇒ BP =

a

b
.CQ.

7

Свалено от Klasirane.com

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Çàäà÷à 10. 1. Äàäåíè ñà êâàäðàòíèòå �óíêöèè

f(x) = x2 + ax+ b è g(x) = x2 + bx+ a

ñ ðåàëíè ïàðàìåòðè a è b. Èçâåñòíî å, ÷å óðàâíåíèåòî f(x)g(x) = 0 èìà ÷åòèðè ðàçëè÷íè

ðåàëíè êîðåíà è òÿõíîòî ïðîèçâåäåíèå å 10. Àêî ãðà�èêèòå íà �óíêöèèòå f(x) è g(x) ñå
ïðåñè÷àò â åäèíñòâåíà òî÷êà A è òÿ å íà ðàçñòîÿíèå

√
65 îò íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà

ñèñòåìà, äà ñå íàìåðÿò a è b.

�åøåíèå. Íåêà x1 è x2 ñà êîðåíèòå íà f(x) = 0, à x3 è x4 � íà g(x) = 0. Îò �îðìóëèòå íà
Âèåò ïîëó÷àâàìå, ÷å x1x2 = b è x3x4 = a è ñëåäîâàòåëíî x1x2x3x4 = ab. Îò äðóãà ñòðàíà

x1, x2, x3, x4 ñà òî÷íî êîðåíèòå íà f(x)g(x) = 0. Ñëåäîâàòåëíî ab = 10.
Ïðè a = b ãðà�èêèòå íà f è g ñúâïàäàò, òàêà ÷å ìîæå äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å a 6= b. Ñåãà

àêî A = (x0, y0), òî f(x0) = g(x0) = y0 è òúé êàòî a 6= b, ëåñíî íàìèðàìå, ÷å x0 = 1, à
y0 = a + b + 1. Íåêà B = (1, 0), à O = (0, 0) å íà÷àëîòî íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà. Òîãàâà

△OAB å ïðàâîúãúëåí ñ êàòåòè OB = 1 è AB = |a+ b+1|. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð
|OA|2 = 1+(a+b+1)2. Îò äðóãà ñòðàíà |OA|2 = 65, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å (a+b+1)2 = 64,
òîåñò a+ b = 7 èëè a+ b = −9.
Â ñëó÷àÿ a+b = 7 îò ab = 10 íàìèðàìå, ÷å a è b ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2−7t+10 = 0,
òîåñò {a, b} = {2, 5}. Òúé êàòî îáà÷å 22 − 4.5 < 0, òî åäíî îò äâåòå óðàâíåíèÿ f(x) = 0 èëè

g(x) = 0 íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Ñëåäîâàòåëíî {a, b} = {2, 5} íå å ðåøåíèå.

Â ñëó÷àÿ a+b = −9 îò ab = 10 íàìèðàìå, ÷å a è b ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî t2+9t+10 = 0,

òîåñò {a, b} = {−9+
√
41

2 , −9−
√
41

2 }. ßñíî å, ÷å a < 0 è b < 0 è ñëåäîâàòåëíî â òîçè ñëó÷àé

a2 − 4b > 0 è b2 − 4a > 0, òîåñò f(x) = 0 è g(x) = 0 èìàò ïî äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà, à

òúé êàòî A å åäèíñòâåíàòà îáùà òî÷êà çà äâåòå ãðà�èêè è òÿ èìà y-êîîðäèíàòà |a+b+1| = 8,
òî f(x) = 0 è g(x) = 0 íÿìàò îáùè êîðåíè.

Îêîí÷àòåëíî: (a, b) = (−9+
√
41

2 , −9−
√
41

2 ) è (a, b) = (−9−
√
41

2 , −9+
√
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Àíàëîãè÷íî, îò SABS = SQSPC ïîëó÷àâàìå SABQ = SAPC è AQ =
b

a
.CP . Òúé êàòî

BP.CQ.AR

CP.QA.RB
=

a
b
.CQ.CQ

CP. b
a
.CP

.
AR

BR
=

a2CQ2

b2CP 2
.
b4

a4
=

(

a.CQ

b.CP

)2

îò òåîðåìàòà íà ×åâà çà △ABC ïîëó÷àâàìå

CQ

CP
=

b

a
. Ñëåäîâàòåëíî CP.a = CQ.b, êîåòî

îçíà÷àâà, ÷å ÷åòèðèúãúëíèêà ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò.

Îöåíÿâàíå (6 òî÷êè): 1 ò. � çà BP =
a

b
.CQ; 1 ò. � çà AQ =

b

a
.CP ; 3 ò. � çà

BP.CQ.AR

CP.QA.RB
=

(

a.CQ

b.CP

)2

; 1 ò. � çà CP.a = CQ.b è èçâîäà, ÷å ABPQ å âïèñàí â îêðúæíîñò.

Çàäà÷à 10. 3. Íåêà {xn}∞n=0 å ðåäèöàòà:

x0 = 0, x1 = 1, xn+2 = 3xn+1 + xn çà n ≥ 0.

Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p ∈ [2000; 2100], ÷èéòî äåñåòè÷åí çàïèñ çàâúðøâà íà 9
è p|xp−1.

�åøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå çà {xn}∞n=0 å t2 − 3t − 1 = 0 ñ êîðåíè t1 = 3+
√
13

2

è t2 = 3−
√
13

2 . Òîãàâà îò óñëîâèÿòà x0 = 0 è x1 = 1 ëåñíî íàìèðàìå, ÷å îáùèÿò ÷ëåí íà

ðåäèöàòà {xn} å:

xn =
1√
13

(tn1 − tn2 ) =
1

2n−1
√
13

∑

k:2k+1≤n

(

n

2k + 1

)

3n−2k−1
√
13

2k+1

=
1

2n−1

∑

k:2k+1≤n

(

n

2k + 1

)

3n−2k−113k.

Ñëåäîâàòåëíî àêî 13|xn, òî 13|n.
Íåêà ñåãà n = p− 1 è p > 3. Òîãàâà xn ≡ 0 (mod p) òî÷íî êîãàòî 2n−1xn ≡ 0 (mod p). Îñâåí
òîâà ëåñíî íàìèðàìå, ÷å

(

p−1
2k+1

)

≡ (−1)p−1−2k−1 (mod p). Îòòóê ñëåäâà, ÷å xp−1 ≡ 0 (mod p)
òî÷íî êîãàòî:

∑

k:2k+1≤p−1

(−1)p−2k−213k3p−2k−2 ≡ 0 (mod p).

Îòòóê íàìèðàìå, òúé êàòî p > 3, ÷å 13
p−1
2 − 3p−1 ≡ 0 (mod p). Ñëåäîâàòåëíî 13

p−1
2 ≡ 1

(mod p), òîåñò 13 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p. Îò òåîðåìàòà íà �àóñ çíàåì, ÷å

(13
p
)( p

13 )(−1)
(13−1)(p−1)

2 = 1, òîåñò (13
p
)( p

13 ) = 1. Ñëåäîâàòåëíî 13 å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî

ìîäóë p òî÷íî êîãàòî p å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë 13. Òúé êàòî êâàäðàòè÷íèòå îñ-

òàòúöè ïî ìîäóë 13 ñà 1, 3, 4,−1,−3,−4, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å p ≡ 1, 3, 4,−1,−3,−4 (mod 13).
Â èíòåðâàëà [2000; 2100] èìà äåñåò ÷èñëà, êîèòî çàâúðøâàò íà 9. Îò òàáëèöà 1 ñå âèæäà,

÷å îò òÿõ ñàìî 2019, 2029, 2079 è 2089 äàâàò äîïóñòèìè îñòàòúöè ïî ìîäóë 13. Îñâåí òîâà

8
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÷èñëî 2009 2019 2029 2039 2049 2059 2069 2079 2089 2099

(mod 13) -6 4 1 -2 -5 5 2 -1 -4 6

Òàáëèöà 1:

7 11 17 19 23 29 31 37 41 43

2029 6 5 6 15 5 21 14 31 20 8

60 −3 −6 −9 −3 −9 −27 −2 −14 −22 −26

2089 3 −1 −3 12 −4 −6 12 17 −2 −18

Òàáëèöà 2:

î÷åâèäíî 2019 è 2079 ñå äåëÿò íà 3, òîåñò íå ñà ïðîñòè. Íàêðàÿ ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å 2029 è
2089 ñà ïðîñòè, âæ. òàáëèöà 2, êîÿòî ïîêàçâà êàêâè îñòàòúöè äàâàò äâåòå ÷èñëà ïðè äåëåíèå

íà ïðîñòèòå ÷èñëà ïî-ìàëêè îò 46 (462 = 2136) è ðàçëè÷íè îò 2, 3, 5 è 13, êîèòî î÷åâèäíî

íå äåëÿò 2029 è 2089. Îêîí÷àòåëíî p = 2029 è p = 2089.

Îöåíÿâàíå (7 òî÷êè): 1 ò. � çà íàìèðàíå íà ÿâíèÿ âèä íà xn; 2 ò. � çà 13
p−1
2 ≡ 1 (mod p);

3 ò. � çà p ≡ 1, 3, 4,−1,−3,−4 (mod 13); 1 ò. � çà äîâúðøâàíå.

Çàäà÷à 10. 4. Â åäíî ó÷èëèùå, â øêîëàòà çà äåñåòè êëàñ ïî ìàòåìàòèêà ó÷àñòâàò 22-àìà
äåñåòîêëàñíèöè. Íÿêîè îò òÿõ ñà ïðèÿòåëè â íîâàòà ñîöèàëíà ïëàò�îðìà �ðà�íåò, à äðóãè

� íå.

Èçâåñòíî å, ÷å ðúêîâîäèòåëÿò íà øêîëàòà íå ìîæå äà äàäå çà äîìàøíî 10 ðàçëè÷íè çàäà÷è,

ïî åäíà íà âñåêè ó÷åíèê, òàêà ÷å âñåêè äâàìà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò äà ïîëó÷àò ðàçëè÷íà

çàäà÷à.

Äà ñå íàìåðè âúçìîæíî íàé-ãîëåìèÿò áðîé ãðóïè îò äåñåòîêëàñíèöè, íèêîè äâàìà îò êîèòî

íå ñà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò, çà êîèòî òîâà ìîæå äà ñå ñëó÷è.

�åøåíèå.

Ïúðâè íà÷èí: Äà ðàçãëåäàìå ãðà� G = (V,E) ñ n = 22 âúðõà � ó÷åíèöèòå â 10 êëàñ, êîèòî

ïîñåùàâàò øêîëàòà è ðåáðà � ïðèÿòåëñòâàòà â ïëàò�îðìàòà �ðà�íåò. Ùå êàçâàìå, ÷å åäíî

ìíîæåñòâî îò âúðõîâå S ⊆ V å íåçàâèñèìî, àêî íèêîè äâà âúðõà â S íå ñà ñúñåäíè � òîâà

ñúîòâåòñòâà íà ñèòóàöèÿòà, â êîÿòî íèêîè äâàìà ó÷åíèöè îò S íå ñà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò.

Ëåìà: Íåêà G = (V,E) ñ n âúðõà, çà êîéòî ïðè âñÿêà îöâåòÿâàíå íà âúðõîâåòå â k öâÿòà

èìà ïîíå äâà åäíîöâåòíè âúðõà, ñâúðçàíè ñ ðåáðî. Òîãàâà áðîÿò íà íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà

â G å íàé-ìíîãî (k + 2)2n−k−1
.

Äà äîïóñíåì, ÷å ëåìàòà å äîêàçàíà. Òîãàâà, çà íàøèÿ ãðà�, äà äîïóñíåì, ÷å ó÷åíèöèòå ìîãàò

äà áúäàò �îöâåòåíè� â k = 10 öâÿòà òàêà, ÷å íèêîè äâàìà ïðèÿòåëè â �ðà�íåò äà íå ïîëó÷àò

åäèí è ñúù öâÿò. Òîãàâà ðúêîâîäèòåëÿò ìîæå äà äàäå 10 çàäà÷è ïî åäíà íà âñÿêà ãðóïà îò

ó÷åíèöè, êîèòî èìàò åäèí è ñúù öâÿò. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà. Òîâà

ïîêàçâà, ÷å óñëîâèÿòà íà ëåìàòà ñà èçïúëíåíè ñ k = 10, n = 22 è ñëåäîâàòåëíî áðîÿò íà

íåçàâèñèìèòå ìíîæåñòâà å íàé-ìíîãî (10 + 2)222−10−1 = 12.211 = 24576.
(Äîêàçàòåëñòâî íà ëåìàòà:) Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 2 å
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