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Ñëåä çàìåñòâàíå íà t = x âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå íà (∗∗) äîñòèãàìå äî x2−3x+1 = 0✱ ÷èèòî
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➬àìåñòâàìå t = −3 − x âúâ âòîðîòî óðàâíåíèå íà (∗ ∗ ∗) è ñâåæäàìå äî x2 + 3x + 10 = 0✱
êîåòî íÿìà ðåàëíè êîðåíè✱ ò✳å✳ ñèñòåìàòà ✭✯✯✯✮ ñúùî íÿìà ðåàëíè êîðåíè✳
Ñåãà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå✱ ÷å ðåøåíèÿòà íà èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå 3
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❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✶ òî÷êà çà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî✳ ✶ òî÷ê❛ çà ïîëàãàíåòî✳ ✶
òî÷êà çà x = t è x+ t+3 = 0 è äîñòèãàíå äî ✭✯✯✮ è ✭✯✯✯✮✳ ✷ òî÷êè çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿòà
íà ✭✯✯✮ è ✭✯✯✯✮✳ ✶ òî÷êà çà îêîí÷àòåëåí îòãîâîð✳
➚ëòåðíàòèâíî✿ ✭✻ òî÷êè✮ ➬à òðàíñôîðìèðàíå íà óðàâíåíèåòî â ïîëèíîì îò ÷åòâúðòà ñòåïåí
è ðàçëàãàíåòî ìó íà äâà êâàäðàòíè ïîëèíîìà ✲ ✹ òî÷êè✳ ➬à ðåøàâàíå íà âñåêè îò êâàäðàòíèòå
ïîëèíîìè ✲ ïî ✶ òî÷êà✳

➬àäà÷à ✶✵✳✷✳ ➘àäåí å òðèúãúëíèê ABC è ïðîèçâîëíà âúòðåøíà òî÷êà M òàêàâà✱ ÷å
<) MAC =<) MBC✳ Òî÷êà N å ñèìåòðè÷íà íà M ñïðÿìî ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB✳ ➘à ñå
äîêàæå✱ ÷å ñóìàòà MA ·MB +MC ·NC íå çàâèñè îò ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà M ✳

Ðåøåíèå✳ ❮åêà P å ñèìåòðè÷íà íà N ñïðÿìî ñðåäàòà íà BC✱ à ñðåäèòå íà AB è BC äà ñà
ñúîòâåòíî C1 è A1✳ Òîãàâà A1C1 å ñðåäíà îòñå÷êà êàêòî çà △ABC✱ òàêà è çà △MNP ✱ ò✳å✳✱
AMPC å óñïîðåäíèê✱ à <) CPM =<) CAM =<) CBM è çíà÷èMBPC å âïèñàí✳ ➚íàëîãè÷íî✱
NBPC ñúùî å óñïîðåäíèê✳ ❰ò Òåîðåìàòà íà Ïòîëîìåé è ðàâåíñòâàòà ìåæäó ñúîòâåòíèòå
åëåìåíòè â óñïîðåäíèöèòå✱ ïîëó÷àâàìå

MB · CP +MC ·BP = MP ·BC =⇒ MB ·MA+MC ·NC = AC ·BC,

êîåòî íå çàâèñè îò ïîëîæåíèåòî íà òî÷êàòà M à åäèíñòâåíî îò äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå AC
è BC✳
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AMPC✱ NBPC❀ ✶ ò✳ çà MBPC ✕ âïèñàí❀ ✶ ò✳ çà òåîðåìà íà Ïòîëîìåé è ✶ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✵✳✸✳ Ñúùåñòâóâà ëè åñòåñòâåíî ÷èñëî n✱ òàêîâà ÷å ÷èñëîòî 3n + 1 äà ïðèòåæàâà
äåëèòåë îò âèäà 24ℓ+ 20❄

Ðåøåíèå✳ ❰òãîâîð✿ ❮å✳

Ïúðâè íà÷èí✳ ➘à äîïóñíåì ïðîòèâíîòî✳ Òúé êàòî 24ℓ+ 20 = 4(6ℓ+ 5)✱ òî 4 | 3n + 1 è çíà÷è
n = 2k + 1 òðÿáâà äà å íå÷åòíî✳
❐åìà ✭Òóå✮✿ ❮åêà n ∈ N✱ a ∈ Z è (a, n) = 1✳ Òîãàâà ñúùåñòâóâàò öåëè x, y ∈ Z✱ çà êîèòî
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Òàêà èìàìå êâàäðàò ñúñ ñòðàíà ✷ è ïî ✷ òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà✳ Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà
èìàìå êâàäðàò ñúñ ñòðàíà ✷✵✷✷ è ïî ✷ òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà✱ à çíà÷è ✲ è ñ ïî 2k òîï÷åòà
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÷ðåç ÷èñëà èëè öâåòîâå çà âñÿêà êëåòêà✮✲ ✸ òî÷êè✳ ➬à ïðàâèëíî äîâúðøâàíå íà äîêàçàòåë✲
ñòâîòî✱ ÷å íå ìîæåì äà èìàìå êâàäðàò ñ íå÷åòíî êîëè÷åñòâî òîï÷åòà âúâ âñÿêà êëåòêà ✲ ✶
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➬àäà÷à ✶✵✳✶✳ ➘à ñå ðåøè èðàöèîíàëíîòî óðàâíåíèå✿
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Ñåãà ñëåä ïî÷ëåííî èçâàæäàíå íà äâåòå óðàâíåíèÿ íà ñèñòåìàòà (∗) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó✲
÷àâàìå 3(x− t) = t2 − x2✱ (x− t)(3 + x+ t) = 0✱ ò✳å✳ x = t èëè x+ t+ 3 = 0✳
Ñëåäîâàòåëíî ñèñòåìàòà (∗) å åêâèâàëåíòíà íà îáåäèíåíèåòî íà äâåòå ñèñòåìè∣∣∣∣∣∣
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➘îêàçàòåëñòâî✿ ➘à ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà îò âèäà ax + y✱ êúäåòî x, y ïðèåìàò íåçàâèñèìî
ñòîéíîñòèòå 0, 1, . . . , [

√
n]✳ ➶ñè÷êè ÷èñëà îò òîçè âèä ñà îáùî ([

√
n] + 1)

2
> n è çíà÷è ñú✲

ùåñòâóâàò x1, x2, y1, y2 òàêèâà✱ ÷å ax1 + y1 ≡ ax2 + y2 (mod n)✳ ➚êî x1 = x2✱ òî n | y1 − y2
è çíà÷è y1 = y2 ✕ ïðîòèâîðå÷èå✳ ➚íàëîãè÷íî✱ àêî y1 = y2✱ òî n | a(x1 − x2) è îò (a, n) = 1
îòíîâî x1 = x2 ✕ ïðîòèâîðå÷èå✳ Ñëåäîâàòåëíî x1 6= x2 è y1 6= y2✳ ➚êî x1 > x2✱ òî x := x1−x2
è y = y1 − y2 èçïúëíÿâàò âñè÷êè îãðàíè÷åíèÿ â ëåìàòà✳
➘à ñå âúðíåì íà çàäà÷àòà✳ ×èñëîòî 6ℓ+5 èìà ïðîñò äåëèòåë p = 6r+5✳ Òúé êàòî (3k, p) = 1
îò ❐åìàòà íà Òóå ñëåäâà✱ ÷å ñúùåñòâóâàò öåëè 1 ≤ |x|, |y| ≤ [

√
p] <

√
p çà êîèòî

3kx+ y ≡ 0 (mod p) =⇒ 32kx2 ≡ y2 (mod p) =⇒ −x2 ≡ 3nx2 ≡ 3y2 (mod p).

❰òòóê p | x2 + 3y2✳ ❮î x2 + 3y2 < 4p✳ Ðàçãëåæäàéêè âñåêè îò îñòàíàëèòå òðè ñëó÷àÿ✱
ïîëó÷àâàìå✿

❼ p = x2 + 3y2 ≡ 0, 1 (mod 3)✳ Ïðîòèâîðå÷èå ñ p = 6r + 5 ≡ 2 (mod 3)✳

❼ 2p = x2 + 3y2 ≡ 0, 1, 3 (mod 4)✳ Ïðîòèâîðå÷èå ñ 2p = 12r + 10 ≡ 2 (mod 4)✳

❼ 3p = x2 + 3y2✳ Òîãàâà x = 3x0 è îòíîâî p = 3x20 + y2 ≡ 0, 1 (mod 3)✳ Ïðîòèâîðå÷èå✳

➶òîðî ðåøåíèå✳ Ïîíåæå 4 äåëè 24ℓ+20✱ òî äåëè è 3n+1 è çíà÷è n å íå÷åòíî✳ Òàêà 24ℓ+20

äåëè (3a)2 + 3✱ êúäåòî a = 3
n−1

2 ✳ ×èñëîòî 6ℓ+ 5 å íå÷åòíî è çíà÷è èìà ïðîñò äåëèòåë p ≡ 5
(mod 6) ✕ îñòàâà äà îáîñíîâåì✱ ÷å íå å âúçìîæíî òàêúâ äà äåëè k2 + 3✳ ➴äèí íà÷èí å ÷ðåç
èçâåñòíèÿ ôàêò✱ ÷å (−3) íå å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë ïðîñòè ÷èñëà îò òîçè âèä ✭òîâà
ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî è ñúñ çàêîíà çà êâàäðàòè÷íàòà ðåöèïðî÷íîñò✱ çàåäíî ñ ôàêòà✱ ÷å (−1)
å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê òî÷íî êîãàòî p ≡ 1 (mod 4)✮✳ ➘ðóã ïîäõîä å ñëåäíèÿò ✕ ïîíåæå p

å íå÷åòíî✱ ìîæåì äà ñ÷èòàìå✱ ÷å k å íå÷åòíî ✭èíà÷å ðàáîòèì ñ k20 + 3✱ êúäåòî k0 = k − p✮✱
ñúîòâåòíî ïðè k = 2z+1 ñëåäâà 4(z2+ z+1) ≡ 0 (mod p)✱ ò✳å✳ z2+ z+1 ≡ 0 (mod p)✳ ❰òòóê
íåïðåìåííî z3 ≡ 1 (mod p) è zp+1 ≡ 1 (mod p)✳ Ñåãà ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà äîâåæäà
äî z2 ≡ 1 (mod p)✱ îòêúäåòî z ≡ ±1 (mod p)✱ ñúîòâåòíî 0 ≡ z2 + z + 1 ≡ 1, 3 (mod p)✱
ïðîòèâîðå÷èå✳
❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✶ ò✳ çà íå÷åòíî n❀ ✷ ò✳ çà p|x2 + 3y2❀ ✷ ò✳ çà x2 + 3y2 < 4p è ✷ ò✳ çà
äîâúðøâàíå✳ ➬à âòîðîòî ðåøåíèå✿ ✶ ò✳ çà íå÷åòíî n✱ ✷ ò✳ çà p|k2 + 3✱ ✷ ò✳ çà èçïîëçâàíåòî
íà ôàêòà✱ ÷å −3 íå å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p ≡ 5 (mod 6) è ✷ ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî
✭ïîçâîëåíî å äà ñå èçïîëçâà çàêîíà çà êâàäðàòè÷íà ðåöèïðî÷íîñò áåç äîêàçàòåëñòâî✮✳

➬àäà÷à ✶✵✳✹✳ ➬îîëîãè÷åñêèòå ãðàäèíè â ➴âðîïà✱ âúâ âñÿêà îò êîèòî æèâåÿò ïî òî÷íî 100
âèäà æèâîòíè✱ ñà ðàçäåëåíè íà äâå ãðóïè Â è B̂ ïî òàêúâ íà÷èí✱ ÷å âñÿêà äâîéêà çîîëîãè✲
÷åñêè ãðàäèíè (A,B)✱ ✭A ∈ Â✱ B ∈ B̂✮ ñå ãðèæàò çà æèâîòíî îò åäèí è ñúùè âèä✳
➘à ñå äîêàæå✱ ÷å êëåòêèòå íà æèâîòíèòå ✭âñè÷êè æèâîòíè îò äàäåí âèä æèâåÿò â åäíà
êëåòêà✮ ìîãàò äà áúäàò îöâåòåíè â 3 öâÿòà✱ òàêà ÷å âúâ âñÿêà çîîëîãè÷åñêà ãðàäèíà èìà
ïîíå äâå ðàçíîöâåòíè êëåòêè✳

Ðåøåíèå✳ Ùå äîêàæåì ïî✲îáùàòà çàäà÷à✿ ❮åêà Â è B̂ ñà äâå ôàìèëèè îò k−åëåìåíòíè
ìíîæåñòâà✱ òàêèâà✱ ÷å âñÿêî a ∈ Â ïðåñè÷à âñÿêî b ∈ B̂✱ k ≥ 3✳ Òîãàâà åëåìåíòèòå íà

✾
Â ∪ B̂ ìîãàò äà ñå îöâåòÿò â òðè öâÿòà áåç äà èìà åäíîöâåòíî ìíîæåñòâî✳ ➘îêàçàòåëñòâî✿
➘à ðàçãëåäàìå òàêàâà äâîéêà îò ìíîæåñòâà a ∈ Â, b ∈ B̂✱ çà êîÿòî |a ∪ b| å ìèíèìàëíî✳
➘à èçáåðåì ïðîèçâîëíè åëåìåíòè va ∈ a \ b è vb ∈ b \ a✱ êîèòî äà îöâåòèì â öâÿò 1✳ ❮åêà
îöâåòèì a ∪ b \ {va, vb} â öâÿò 2 è îñòàíàëèòå åëåìåíòè â öâÿò 3✳ ❐åñíî ñå ñúîáðàçÿâà✱ ÷å
òîâà îöâåòÿâàíå èçïúëíÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà✳
➬àáåëåæêà✳ ➬àäà÷àòà å âÿðíà è çà íåðàâíîìîùíè ìíîæåñòâà✱ ñòèãà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà
äà å ñ ïîíå 3 åëåìåíòà✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✷ ò✳ çà èçáîð íà ìèíèìàëíà äâîéêà✱ ✷ ò✳ çà êîíñòðóêöèÿ è ✸ ò✳ çà
äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å êîíñòðóêöèÿòà ðàáîòè✳

➬àäà÷à ✶✶✳✶✳ ➘àäåíî å óðàâíåíèåòî x2 − 2px + q2 + q − 2 = 0✱ êúäåòî p è q ñà ðåàëíè
ïàðàìåòðè✳ ➘à ñå íàìåðÿò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà q✱ ïðè êîèòî óðàâíåíèåòî èìà ïîíå
åäèí êîðåí â èíòåðâàëà (−1; 0) çà âñÿêà íåîòðèöàòåëíà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà p✳

Ðåøåíèå✳ ❮åêà çà íÿêîè ñòîéíîñòè íà p è q óðàâíåíèåòî èìà äâà ðåàëíè êîðåíà x1 è x2 â
(−1; 0)✳ Òîãàâà 2p = x1 + x2 < 0✱ êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå✳ Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà íàìåðèì
òåçè ñòîéíîñòè íà q✱ çà êîèòî óðàâíåíèåòî èìà òî÷íî åäèí ðåàëåí êîðåí â (−1; 0) çà âñÿêî
p ≥ 0✳ Òîâà å èçïúëíåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà✱ êîãàòî f(0) < 0 è f(−1) > 0 çà âñÿêî p ≥ 0✳
❰òòóê q2 + q − 2 < 0 è q2 + q − 1 + 2p > 0 çà âñÿêî p ≥ 0✳
Ïúðâîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî ïðè q ∈ (−2, 1)✱ à âòîðîòî íåðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà
âñÿêî p ≥ 0 ñàìî ïðè q2 + q − 1 > 0✱ ò✳å✳

q ∈
(
−∞;

−1−
√
5

2

)
∪
(
−1 +

√
5

2
;∞
)
.

Ñëåäîâàòåëíî

q ∈
(
−2;

−1−
√
5

2

)
∪
(
−1 +

√
5

2
; 1

)
.

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✶ ò✳ çà îòõâúðëÿíå íà ñëó÷àÿ è äâàòà êîðåíà äà ñà â èíòåðâàëà
(−1; 0)❀ ✶ ò✳ çà ñâåæäàíå äî f(0) < 0 è f(−1) > 0❀ ✶ ò✳ çà ðåøàâàíå íà f(0) < 0❀ ✷ ò✳ çà
ðåøàâàíå íà f(−1) > 0 è ✶ ò✳ çà êðàéíèÿ ðåçóëòàò✳

➬àäà÷à ✶✶✳✷✳ ➶úðõó ñèìåòðàëàòà íà îòñå÷êà AB ñà èçáðàíè òî÷êè P è Q✱ êàòî AP > AQ

è òî÷êèòå A✱ Q✱ B è P ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò✳ ❮åêà M å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò îòñå÷êàòà
AB✳ Ïðàâàòà ïðåç M ✱ óñïîðåäíà íà BQ ïðåñè÷à ïðàâàòà AP â òî÷êà R✳ Ïðàâàòà ïðåç M ✱
óñïîðåäíà íà AQ ïðåñè÷à ïðàâàòà BP â òî÷êà S✳ ➘à ñå äîêàæå✱ ÷å ïðàâàòà MQ ìèíàâà
ïðåç ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà RS✳

Ðåøåíèå✳ Òúé êàòî P è Q ñà îò ñèìåòðàëàòà íà îòñå÷êàòà AB è A✱ Q✱ B è P ëåæàò íà åäíà
îêðúæíîñò✱ òî PA = PB✱QA = QB è <) PAQ =<) PBQ = 90◦✳ ❮åêà <) MAQ =<) MBQ = α✳
➘îñòàòú÷íî å äà äîêàæåì✱ ÷å SRMQ = SSMQ çàùîòî òîãàâà âèñî÷èíèòå îò R è S êúì MQ

ùå áúäàò ðàâíè✱ êîåòî îçíà÷àâà✱ ÷å MQ ðàçïîëîâÿâà RS✳ Ðàâåíñòâîòî SRMQ = SSMQ å

✶✵
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