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8
✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✶ ò✳ çà íàáëþäåíèåòî✱ ÷å ➮âàí çàïèñâà 1 (mod 3)❀ ✶ ò✳ çà âúâåæäàíå
íà pi, i = 1, 2 è q❀ ✷ ò✳ çà ✭✶✮❀ ✷ ò✳ çà ✭✷✮❀ ✶ ò✳ çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà è ïîëó÷àâàíå íà
îòãîâîðà✳

➬àäà÷à ✶✷✳✶✳ ❮åêà x+y+z = 1✱ x2+y2+z2 = 2 è x3+y3+z3 = 3✳ ➘à ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà
íà èçðàçà A = x5 + y5 + z5✳

Ðåøåíèå✳ ❮åêà x, y, z ñà êîðåíè íà ïîëèíîìà îò òðåòà ñòåïåí P (t) = t3 + at2 + bt + c =
(t−x)(t−y)(t−z)✳ Òîãàâà ïî ôîðìóëèòå íà ➶èåò èìàìå a = −(x+y+z) = −1✱ b = xy+yz+zx✱
c = −xyz✳
❰ò ðàâåíñòâîòî (x + y + z)2 = x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) ïîëó÷àâàìå 12 = 2 + 2b✱ ò✳å✳

b = −1

2
✳

❮åêà îçíà÷èì ñ Sk = xk + yk + zk ñòåïåííèòå ñáîðîâå✳ ➮ìàìå S0 = 3✱ S1 = 1✱ S2 = 2✱ S3 = 3✳
Ñåãà îò ôîðìóëàòà íà ❮þòîí Sk+3 + aSk+2 + bSk+1 + cSk = 0 ✭ôîðìóëàòà ñå ïîëó÷àâà ñëåä
óìíîæàâàíå íà âñÿêî îò ðàâåíñòâàòà x3+ax2+bx+c = 0, y3+ay2+by+c = 0, z3+az2+bz+c = 0

ñúîòâåòíî ñ xk✱ yk✱ zk è ïî÷ëåííîòî èì ñúáèðàíå✮ ïðè k = 0 èìàìå 3+(−1)·2+
(
−1

2

)
·1+c·3 =

0✱ ò✳å✳ c = −1

6
✳ Òàêà ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå S4 = S3+

1

2
S2+

1

6
S1 = 3+

1

2
· 2+ 1

6
· 1 =

25

6
✱

S5 = S4 +
1

2
S3 +

1

6
S2 =

25

6
+

1

2
· 3 + 1

6
· 2 =

25 + 9 + 2

6
= 6✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✷ ò✳ çà ñâåæäàíå äî ïîëèíîì îò òðåòà ñòåïåí ñ íóëè x, y, z❀ ✷ ò✳ çà
íàìèðàíå íà êîåôèöèåíòèòå íà ïîëèíîìà❀ ✷ ò✳ çà íàìèðàíå íà A✳

➬àäà÷à ✶✷✳✷✳ ➶úâ âúòðåøíîñòòà íà ðàâíîáåäðåí ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ õèïî✲
òåíóçà AB å èçáðàíà òî÷êà M ✱ òàêà ÷å MA = 5✱ MB = 7 è MC = 4

√
2✳ ➘à ñå íàìåðè

ãîëåìèíàòà íà úãúë ∢AMC✳

Ðåøåíèå✳ ❮åêà äà ðàçãëåäàìå ðîòàöèÿ ñ öåíòúð òî÷êà C íà úãúë +90◦✳ Òîãàâà îáðàçèòå íà
òî÷êèòå A✱ B è M ïðè òàçè ðîòàöèÿ ùå áúäàò ñúîòâåòíî A1 ≡ B✱ B1 è M1✳ Ïîíåæå òðèú✲
ãúëíèêúò MM1C å ïðàâîúãúëåí è ðàâíîáåäðåí✱ òî MM1 =

√
2 CM = 8 è ∢AMC = 45◦✳

Òàêà â òðèúãúëíèêà MM1B èìàìå MB = 7✱ BM1 = AM = 5 è MM1 = 8✱ ò✳å✳ îò êîñèíóñî✲
âàòà òåîðåìà ïîëó÷àâàìå ∢MM1B = 60◦✳ Ñåãà çà òúðñåíèÿ úãúë îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå
∢AMC = ∢BM1C = ∢MM1C + ∢MM1B = 45◦ + 60◦ = 105◦✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✹ ò✳ çà ïîñòðîÿâàíå íà êîíñòðóêöèÿ✱ â êîÿòî äàäåíèÿò úãúë å ñóìà
íà äâà èçâåñòíè úãúëà❀ ✷ ò✳ çà íàìèðàíå íà úãúëà✳

➬àäà÷à ✶✷✳✸✳ Ðåäèöàòà an å çàäàäåíà ÷ðåç a1 ≥ 2 è ðåêóðåíòíàòà âðúçêà

an+1 = an

√
a3n + 2

2(a3n + 1)

çà n ≥ 1. ➘à ñå äîêàæå✱ ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî an >

√
3

n
.

✶✸
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Ðåøåíèå✳ ➘à çàáåëåæèì✱ ÷å ðàâåíñòâîòî å åêâèâàëåíòíî íà

1

a2
n+1

− 1

a2n
=

an

a3n + 2
. (∗)

❰ò Ñ➚✲Ñ➹ ñëåäâà✱ ÷å an

a3
n
+2

≤ 1

3
. Òàêà ïîëó÷àâàìå 1

a2
n+1

− 1

a2
n

≤ 1

3
çà âñÿêî n ∈ N, êîåòî ñëåä

ñóìèðàíå äàâà 1

a2
n

≤ n−1

3
+ 1

a2
1

< n

3
, îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå æåëàíèÿ ðåçóëòàò✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✸ ò✳ çà (∗)✱ ✶ ò✳ çà an

a3
n
+2

≤ 1

3
✱ ✶ ò✳ çà 1

a2
n+1

− 1

a2
n

≤ 1

3
è ✷ ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✷✳✹✳ ➬îîëîãè÷åñêèòå ãðàäèíè â ➴âðîïà✱ âúâ âñÿêà îò êîèòî æèâåÿò ïîíå äâà âèäà
æèâîòíè✱ ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïè Â è B̂ ïî òàêúâ íà÷èí✱ ÷å âñÿêà äâîéêà çîîëîãè÷åñêè
ãðàäèíè (A,B) ✭A ∈ Â✱ B ∈ B̂✮ ñå ãðèæàò çà æèâîòíî îò åäèí è ñúùè âèä✳
➶ êîëêî íàé✲ìàëêî öâÿòà k ìîãàò äà áúäàò îöâåòåíè êëåòêèòå íà æèâîòíèòå ✭âñè÷êè æèâîò✲
íè îò äàäåí âèä æèâåÿò â åäíà êëåòêà✮✱ òàêà ÷å âúâ âñÿêà çîîëîãè÷åñêà ãðàäèíà èìà ïîíå
äâå ðàçíîöâåòíè êëåòêè❄ ➘à ñå íàìåðè íàé✲ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà k è âñè÷êè âúçìîæíîñòè
✭çîîëîãè÷åñêè ãðàäèíè è æèâîòíè✮✱ çà êîèòî òàçè íàé✲ãîëÿìà ñòîéíîñò íà k ñå äîñòèãà✳

Ðåøåíèå✳ Ùå ðàçãëåäàìå ïî✲îáùàòà çàäà÷à✿ ❮åêà Â è B̂ ñà äâå ôàìèëèè îò ìíîæåñòâà✱
òàêèâà ÷å âñÿêî a ∈ Â ïðåñè÷à âñÿêî b ∈ B̂✳
➚êî ñúùåñòâóâàò b1, b2 ∈ B̂✱ òàêèâà✱ ÷å✱ b1 ⊂ b2✱ òî å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå B̂ \ b2 è
àíàëîãè÷íî çà Â✳ ➚êî îáà÷å ñúùåñòâóâàò b ∈ B̂ è a ∈ Â✱ òàêèâà✱ ÷å a ⊂ b✱ òî õðîìàòè÷íîòî
÷èñëî ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî ãîëÿìî✳ ❮àèñòèíà✱ íåêà B̂ ñúäúðæà ñàìî åäíî ìíîæåñòâî
ñ n åëåìåíòà✱ à Â ñúäúðæà âñè÷êè äâóåëåìåíòíè ïîäìíîæåñòâà íà B̂✳ Òîãàâà✱ î÷åâèäíî
õðîìàòè÷íîòî ÷èñëî ùå å n✳
➚êî íèêîå ìíîæåñòâî íå ñúäúðæà èçöÿëî äðóãî ìíîæåñòâî✱ òî ìàêñèìàëíîòî k✱ çà êîåòî
ìîæåì äà îöâåòèì âñåêè îò åëåìåíòèòå â åäèí îò k öâÿòà òàêà✱ ÷å äà íÿìà åäíîöâåòíî
ìíîæåñòâî✱ å 4✱ è òî ñå äîñòèãà åäèíñòâåíî â ñëåäíèÿ ñëó÷àé ✭ñ òî÷íîñò äî ðàçìÿíà íà Â è

✶✹
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