
Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â ➪úëãàðèÿ

➚ìåðèêàíñêà ôîíäàöèÿ çà ➪úëãàðèÿ

Ôîíäàöèÿ ➹åîðãè ×èëèêîâ

➴ñåíåí ìàòåìàòè÷åñêè òóðíèð

➼➚êàäåìèê Ñòåôàí ➘îäóíåêîâ“

Ñîôèÿ✱ ✶✼✲✶✾ íîåìâðè ✷✵✷✸ ã✳

Ñîôèÿ✱ ✷✵✷✸ ã✳

p

q
=

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 + · · ·
çà êðàåí áðîé ÷åòíè ÷èñëà b1, b2, . . . , bn✳

➪åëåæêà✿ Òîâà ïðåäñòàâÿíå ñå íàðè÷à âåðèæíà äðîá è ìîæå äà áúäå îçíà÷àâàíî è êàòî

[b1, b2, ..., bn]✳

Ðåøåíèå✳

Ùå äîêàæåì ÷å òîâà å âúçìîæíî òî÷íî êîãàòî åäíî îò äâåòå ÷èñëà p è q å ÷åòíî✳

✶✮ ❮åîáõîäèìîñò✳ ➚êî âñè÷êè bi ñà ÷åòíè✱ ùå äîêàæåì ÷å pq å ÷åòíî✳ Ùå èçïîëçâàìå èíäóê✲

öèÿ ïî n✳ ➬à n = 1 òîâà å î÷åâèäíî✳
❮åêà íàïðàâèì ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå✿

p

q
= [b1, ..., bn] =

1

b1 + [b2, ..., bn]
=

1

b1 +
p′

q′

=
q′

b1q′ + p′

Òóê b1 å ÷åòíî è ïî èíäóêöèîííî äîïóñêàíå òî÷íî åäíî îò p′ è q′ ñúùî å ÷åòíî✳ ❐åñíî ñå

âèæäà òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè ïîñîêà✳

✷✮ ➘îñòàòú÷íîñò✳ Ùå äîêàæåì✱ ÷å ñúùåñòâóâàò òàêèâà ÷åòíè ÷èñëà [b1, ..., bn] ïðè pq ÷åòíî✳

❰òíîâî ùå ïîëçâàìå èíäóêöèÿ✱ íî òîçè ïúò ïî |q|✳
➬à |q| = 2 òâúðäåíèåòî îòíîâî å î÷åâèäíî✳

❮åêà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà
[

q
p

]

è
[

q
p

]

+1✳ ➴äíî îò òÿõ å ÷åòíî✳ ➘à ãî íàðå÷åì b è äà îòáåëåæèì✱

÷å íå ìîæå äà å 0✳ ×èñëîòî b − q
p
å ïî✲ìàëêî îò åäèíèöà è ìîæå äà áúäå çàïèñàíî êàòî

íåñúêðàòèìà äðîá p′

q′
= b− q

p
èëè àëòåðíàòèâíî p

q
= 1

b+ p′

q′

✱ êàòî |q| > |q′|✳ Ñåãà àíàëîãè÷íî íà

ïðåäíèÿ ñëó÷àé ìîæåì äà äîêàæåì ÷å p′q′ ❡ ÷åòíî è p′

q′
èìà íåîáõîäèìîòî ïðåäñòàâÿíå ñïîðåä

èíäóêöèîííîòî äîïóñêàíå✳ ❮î òîãàâà è p
q
èìà òàêîâà✳ Òîâà çàâúðøâà äîêàçàòåëñòâîòî✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✶ò çà ïðàâèëåí îòãîâîð✳ ✸ò✳ çà âñÿêà ïîñîêà íà äîêàçàòåëñòâîòî✳

➪åëåæêà✿ Òîâà òâúðäåíèå✱ êàêòî è ñàìèòå âåðèæíè äðîáè✱ èìàò ïðèëîæåíèå â òåîðèÿ íà

âúçëèòå✳ Ñúùî òàêà å äîêàçàíî è åäèíñòâåíîñò íà ïðåäñòàâÿíåòî✱ ìàêàð ÷å òîâà ñâîéñòâî

íå ñå èñêà â çàäà÷àòà✳

➬àäà÷à ✶✵✳✶✳ ➘à ñå ðåøè óðàâíåíèåòî

(x+ 1)
√

x2 + 2x+ 2 + x
√

x2 + 1 = 0.

Ðåøåíèå✳ ❰òãîâîð✿ x = −1
2 ✳

Ïúðâè íà÷èí✿ ➬àïèñâàìå óðàâíåíèåòî âúâ âèäà (x+1)
√
x2 + 2x+ 2 = −x

√
x2 + 1✱ çàáåëÿç✲

âàìå✱ ÷å è äâàòà èçðàçà ïîä êîðåí ñà ñòðîãî ïîëîæèòåëíè çà âñÿêî ðåàëíî x✱ êàòî îñâåí òîâà

✻
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−x(x+1) ≥ 0✱ îòêúäåòî x ∈ [−1, 0]✳ Ïîâäèãàìå íà âòîðà ñòåïåí äâåòå ñòðàíè è ïðåðàáîòâàìå✿

(x2 + 2x+ 1)(x2 + 2x+ 2) = x2(x2 + 1)

x4 + 4x3 + 7x2 + 6x+ 2 = x4 + x2

2x3 + 3x2 + 3x+ 1 = 0

(2x+ 1)(x2 + x+ 1) = 0.

Òúé êàòî x2+x+1 > 0✱ òî åäèíñòâåíîòî âúçìîæíî ðåøåíèå å x = −1
2 ✳ Òúé êàòî −1

2 ∈ [−1, 0]✱
òî x = −1

2 äåéñòâèòåëíî å ðåøåíèå✳

➶òîðè íà÷èí✿ Ïîëàãàìå a =
√
x2 + 2x+ 2 > 0 è b =

√
x2 + 1 > 0✳ Ñëåäîâàòåëíî

x =
(x2 + 2x+ 2)− (x2 + 1)− 1

2
=

a2 − b2 − 1

2

x+ 1 =
a2 − b2 + 1

2
.

Óðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà✿

a2 − b2 + 1

2
· a+

a2 − b2 − 1

2
· b = 0

(a2 − b2)a+ a+ (a2 − b2)b− b = 0

(a− b)
(

(a+ b)2 + 1
)

= 0.

❰òòóê✱ a = b è x = −1
2 ✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✷ò✳ çà x ∈ [−1, 0]❀ ✷ò✳ çà èçâåæäàíå íà óðàâíåíèåòî 2x3+3x2+3x+1 =
0❀ ✷ò✳ çà x = −1

2 ∈ [−1, 0]✳ ➚êî å ïîâäèãíàòî íà âòîðà ñòåïåí áåç äà ñà íàïðàâåíè îãðàíè÷åíèÿ✱
çàäà÷àòà ñå îöåíÿâà íàé✲ìíîãî íà ✺ò✳ ✭àêî èìà ïðîâåðêà çà x = −1

2✮✳

➚ëòåðíàòèâíî✿ ✭✻ òî÷êè✮ ✷ò✳ çà ïîëàãàíå íà a, b❀ ✷ò✳ çà èçðàçÿâàíå íà x è x+ 1❀ ✷ò✳ çà a = b

è x = −1
2 ✳

➬àäà÷à ✶✵✳✷✳ ➘àäåí å îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê ABC ñ öåíòúð O íà îïèñàíàòà îêðúæíîñò✳

Òî÷êà P å âúðõó ñòðàíàòà BC✱ òàêàâà ÷å BP < 1
2BC✳ Òî÷êà Q å îò ñòðàíàòà BC òàêàâà✱

÷å CQ = BP ✳ Ïðàâàòà AO ïðåñè÷à BC â òî÷êà D✱ à òî÷êà N å ñðåäà íà AP ✳ ❰ïèñàíàòà

îêîëî òðèúãúëíèê ODQ îêðúæíîñò ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèê

BCO îêðúæíîñò â òî÷êà E✳ Ïðàâèòå NO è OE ïðåñè÷àò BC ñúîòâåòíî â òî÷êè K è F ✳ ➘à

ñå äîêàæå✱ ÷å òî÷êèòå A,O,K, F ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò✳

Ðåøåíèå✳ ❮åêà AO ïðåñè÷à îïèñàíàòà îêîëî △ABC îêðúæíîñò â òî÷êà L✱ à îïèñàíàòà

îêîëî △BOC îêðúæíîñò â òî÷êà R✳ ➘à îçíà÷èì ñ X ñðåäàòà íà BC✱ à ñ Y ✕ äèàìåòðàëíî

ïðîòèâîïîëîæíàòà íà O â îïèñàíàòà îêîëî △BOC îêðúæíîñò✳ ❮åêà OQ ïðåñè÷à çà âòîðè

ïúò îïèñàíàòà îêîëî △BOC îêðúæíîñò â òî÷êà T ✳

➮ìàìå OX · OY = OD · OR = OQ · OT = OE · OF ✳ ❰ò ïîñëåäíèòå òðè ðàâåíñòâà ëåñíî

ñëåäâà✱ ÷å R, T, F ëåæàò íà åäíà ïðàâà✳ ❰ò <) ORF =<) OQP =<) QPO =<) FPO ñëåäâà✱

✼
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÷å OPRF å âïèñàí è çíà÷è PD · DF = OD · DR = DL · DA✳ ❰òòóê✱ APLF å âïèñàí✳ ❮î

PL ‖ NO ✭òúé êàòî NO å ñðåäíà îòñå÷êà â △PLA✮ è çíà÷è AOKF ñúùî å âïèñàí✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✷ò✳ çà OX · OY = OD · OR = OQ · OT = OE · OF ❀ ✸ò✳ çà APLF

âïèñàí❀ ✶ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✵✳✸✳ ➘à ñå íàìåðÿò âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà k ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî✿ Ñúùåñòâóâà

ïîëèíîì f(x) ñ ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè✱ òàêúâ ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n > 20232023

f(n) = ❮❰✃(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k).

Ðåøåíèå✳ Ïðè k = 1 è k = 2 òúðñåíèòå ïîëèíîìè ñà ñúîòâåòíî f(x) = x + 1 è f(x) =
(x + 1)(x + 2)✳ ❮åêà k ≥ 3 è äà äîïóñíåì✱ ÷å ñúùåñòâóâà òàêúâ ïîëèíîì f(x)✳ ➬à âñÿêî

ïðîñòî ÷èñëî p✱ ñòåïåíòà ìó â ❮❰✃(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k) å max{α1, α2, . . . , αk}✱ êúäåòî αi

å ñòåïåíòà íà p â êàíîíè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà n + i✱ i = 1, . . . , k✳ ➚êî òîâà å ïðèìåðíî αs✱

òî òÿ áè ñå ïîëó÷èëà àêî âçåìåì

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

pα1pα2 · · · pαs−1pαs+1 · · · pαk
,

êàòî å ÿñíî✱ ÷å ñòåïåíèòå íà p â çíàìåíàòåëÿ ñà äåëèòåëè íà
∏

1≤i 6=s≤k

(s− i)✳ Ñëåäîâàòåëíî

❮❰✃(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k) =
(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

Cn

, (1)

êúäåòî Cn å äåëèòåë íà
∏

1≤i<j≤k

(j − i)✳ Ïîíåæå Cn ìîæå äà ïðèåìà êðàåí áðîé äîïóñòèìè

ñòîéíîñòè✱ ùå èìà åñòåñòâåíî ÷èñëî C òàêîâà✱ ÷å çà áåçáðîé ìíîãî n✱ f(n) = (n+1)(n+2)···(n+k)
C

✳

➬íà÷è çà áåçáðîé ìíîãî x f(x) = (x+1)(x+2)···(x+k)
C

✱ îòêúäåòî

f(x) ≡ (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k)

C
, ∀x ∈ R.

Ñëåäîâàòåëíî

❮❰✃(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k) =
(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ k)

C
, ∀n ∈ N.

➘à äîïóñíåì✱ ÷å òîâà å âúçìîæíî✳ ➘à èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî p < k òàêîâà✱ ÷å p íå äåëè k✳

❮åêà n+ k + 1 = pm çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî m✳ ❰ò ãîðíàòà ôîðìóëà èìàìå

❮❰✃(n+ 2, n+ 3, . . . , n+ k + 1)

❮❰✃(n+ 1, n+ 2, . . . , n+ k)
=

n+ k + 1

n+ 1
. (2)

Ñòåïåíòà íà p â ÷èñëèòåëÿ íà ëÿâàòà ñòðàíà å m✱ à â çíàìåíàòåëÿ ✕ ïîíå 1✱ äîêàòî ñòåïåíòà
íà p â ÷èñëèòåëÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà å m✱ à â çíàìåíàòåëÿ ✕ 0✳ Ïðîòèâîðå÷èå✦ Ñëåäîâàòåëíî✱
äîïóñêàíåòî å ãðåøíî è ïðè k ≥ 3 íå ñúùåñòâóâà ïîëèíîì ñ èñêàíîòî ñâîéñòâî✳

✽
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❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✶ò✳ çà ñëó÷àÿ k = 2❀ ✸ò✳ çà ✭✶✮❀ ✶ò✳ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà C❀ ✷ò✳ çà

èçâåæäàíå íà ✭✷✮ è èçáîð íà ïîäõîäÿùî n✳

➬àäà÷à ✶✵✳✹✳ ➶úâ âñÿêà êëåòêà íà òàáëèöà 101×101 å çàïèñàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî✳ ➮çâåñòíî
å✱ ÷å êàêòî è äà èçáåðåì ✶✵✶ êëåòêè íà òàáëèöàòà✱ íèêîè äâå îò êîèòî íå ëåæàò â åäèí ðåä

èëè ñòúëá✱ ñóìàòà íà ÷èñëàòà â èçáðàíèòå êëåòêè ñå äåëè íà ✶✵✶✳ ➘à ñå äîêàæå✱ ÷å áðîÿò

íà÷èíè äà èçáåðåì ïî åäíà êëåòêà îò âñåêè ðåä íà òàáëèöàòà òàêà✱ ÷å ñóìàòà íà ÷èñëàòà â

èçáðàíèòå êëåòêè äà ñå äåëè íà ✶✵✶✱ ñå äåëè íà ✶✵✶✳

Ðåøåíèå✳ ❮åêà p = 101 è äà íîìåðèðàìå ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå íà òàáëèöàòà ñ ÷èñëàòà

îò ✶ äî p✳ Ñ cr,s ùå îçíà÷àâàìå ÷èñëîòî✱ çàïèñàíî â ðåä r è ñòúëá s íà òàáëèöàòà✳ Ùå

íàðè÷àìå êëþ÷àëêà ìíîæåñòâî îò p êëåòêè✱ íèêîè äâå îò êîèòî íå ëåæàò â åäèí ðåä èëè

ñòúëá✳ ❮åêà i 6= j, k 6= l ∈ {1, 2, . . . , p} ✲ ëåñíî ñå âèæäà✱ ÷å ìîæåì äà èçáåðåì p− 2 êëåòêè✱

êîèòî äîïúëâàò äâîéêèòå êëåòêè (i, k), (j, l) è (i, l), (j, k) äî êëþ÷àëêè✳ Òîãàâà îò óñëîâèåòî
ñëåäâà✱ ÷å ci,k + cj,l ≡ ci,l + cj,k (mod p)✳
❮åêà ñåãà èçáåðåì öåëè ÷èñëà a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bp òàêèâà✱ ÷å çà âñÿêî i äà å èçïúëíåíî

c1,i = a1 + bi è ci,1 = ai + b1✳ Òîãàâà ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà✱ ÷å çà âñåêè r, s å èçïúëíåíî

cr,s ≡ ar + bs (mod p).
Ùå íàðè÷àìå îáîáùåíà êëþ÷àëêà ìíîæåñòâî îò p êëåòêè✱ íèêîè äâå îò êîèòî íå ñå íàìèðàò

â åäèí è ñúù ðåä✳ ➮ñêàìå äà äîêàæåì✱ ÷å áðîÿò íà îáîáùåíèòå êëþ÷àëêè ñúñ ñóìà✱ êðàòíà

íà p✱ å êðàòåí íà p✳ ➘à ðàçãëåäàìå êëåòêèòå (1, k1), (2, k2), . . . , (p, kp) è íåêà ñ dj îçíà÷èì

áðîÿ íà òåçè êëåòêè✱ êîèòî ñå íàìèðàò â ñòúëá j✳ ➮ìàìå✿

p
∑

i=1

ci,ki ≡
p

∑

i=1

(ai + bki) ≡
p

∑

i=1

ai +

p
∑

i=1

dibi (mod p).

Òîâà ïîêàçâà✱ ÷å îñòàòúêúò (mod p) íà ñóìàòà íà ÷èñëàòà â äàäåíà îáîáùåíà êëþ÷àëêà

çàâèñè åäèíñòâåíî îò íàáîðà (d1, d2, . . . , dp)✳ ➘à ðàçãëåäàìå íàáîð✱ çà êîéòî ïî✲ãîðíàòà ñóìà
å êðàòíà íà p✳ ➪ðîÿò îáîáùåíè êëþ÷àëêè✱ êîèòî èìàò òîçè íàáîð✱ å

p!
∏p

i=1 di!
. (1)

Òîâà ÷èñëî ñå äåëè íà p✱ ñòèãà ïîíå äâå îò ÷èñëàòà d1, d2, . . . , dp äà ñà íåíóëåâè ✭òúé êàòî p

å ïðîñòî✮✳ Ñëó÷àÿò✱ â êîéòî òî÷íî åäíî îò òåçè ÷èñëà å íåíóëåâî✱ ñúîòâåòñòâà íà îáîáùåíà

êëþ÷àëêà✱ â êîÿòî âñè÷êè êëåòêè ñà â åäèí è ñúù ñòúëá✳ Ñëåäîâàòåëíî áðîÿò îáîáùåíè

êëþ÷àëêè✱ ðàçëè÷íè îò ñòúëá íà òàáëèöàòà✱ ñúñ ñóìà✱ êðàòíà íà p✱ ñå äåëè íà p✳ ❰ñòàâà äà

çàáåëåæèì✱ ÷å çà ñóìàòà íà ÷èñëàòà â i✲òèÿ ñòúëá íà òàáëèöàòà èìàìå

p
∑

j=1

cj,i ≡
p

∑

j=1

(aj + bi) ≡
p

∑

j=1

aj (mod p),

è òîãàâà èëè âñè÷êè ñòúëáîâå èìàò ñóìà✱ êðàòíà íà p✱ èëè íèòî åäèí îò ñòúëáîâåòå íå å ñ

òàêàâà ñóìà✳ ➮ñêàíîòî ñëåäâà✳

✾

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org
DELL
Typewriter
свалено от Klasirane.com

klasirane.com

