
Ñúþç íà ìàòåìàòèöèòå â ➪úëãàðèÿ

➚ìåðèêàíñêà ôîíäàöèÿ çà ➪úëãàðèÿ

Ôîíäàöèÿ ➹åîðãè ×èëèêîâ

➴ñåíåí ìàòåìàòè÷åñêè òóðíèð

➼➚êàäåìèê Ñòåôàí ➘îäóíåêîâ“

Ñîôèÿ✱ ✶✼✲✶✾ íîåìâðè ✷✵✷✸ ã✳

Ñîôèÿ✱ ✷✵✷✸ ã✳

➬àáåëåæêà✳ Òâúðäåíèåòî íà çàäà÷àòà îñòàâà âÿðíî çà ïðîèçâîëíà òàáëèöà 101 × 101 ✭è

ñúîòâåòíî p× p✱ êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî✮✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✶ò✳ çà ci,k + cj,l ≡ ci,l + cj,k (mod p)❀ ✶ò✳ çà cr,s ≡ ar + bs (mod p)❀ ✶ò✳
çà íàáëþäåíèåòî✱ ÷å ñóìàòà íà ÷èñëàòà â äàäåíà îáîáùåíà êëþ÷àëêà çàâèñè åäèíñòâåíî îò

íàáîðà (d1, d2, . . . , dp)❀ ✷ò✳ çà ✭✶✮❀ ✷ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✶✳✶✳ ×åòâîðêà (a, b, c, d) îò ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà ñå íàðè÷à k✲õóáàâà✱ àêî ñà

èçïúëíåíè ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà✿

❼ ➮çìåæäó ÷èñëàòà a, b, c, d íÿìà òðè✱ êîèòî äà îáðàçóâàò ✭â íÿêàêúâ ðåä✮ àðèòìåòè÷íà

ïðîãðåñèÿ✳

❼ ➮çìåæäó ÷èñëàòà a + b✱ a + c✱ a + d✱ b + c✱ b + d è c + d èìà k✱ êîèòî îáðàçóâàò ✭â

íÿêàêúâ ðåä✮ àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✳

à✮ ➘à ñå íàìåðè ✹✲õóáàâà ÷åòâîðêà✳

á✮ ➘à ñå íàìåðè íàé✲ãîëÿìîòî k çà êîåòî ñúùåñòâóâà k✲õóáàâà ÷åòâîðêà✳

Ðåøåíèå✳ à✮ ×åòâîðêàòà (7, 6, 4, 3) å õóáàâà çàùîòî â íåÿ íÿìà òðè ÷èñëà✱ êîèòî äà îáðàçóâàò
àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✱ à îò øåñòòå ÷èñëà

7 + 6 = 13, 7 + 4 = 11, 7 + 3 = 10, 6 + 4 = 10, 6 + 3 = 9, 4 + 3 = 7

÷èñëàòà 7, 9, 11, 13 îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✳

á✮ ➪åç îãðàíè÷åíèå íåêà a > b > c > d✳ Òîãàâà

a+ b > a+ c > max(a+ d, b+ c) > min(a+ d, b+ c) > b+ d > c+ d.

➘à çàáåëåæèì✱ ÷å àêî✿

✶✳ a+ b✱ a+ c è a+ d îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✱ òî 2(a+ c) = (a+ b) + (a+ d) ⇐⇒
2c = b+ d❀
✷✳ a+ b✱ a+ c è b+ c îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✱ òî 2(a+ c) = (a+ b) + (b+ c) ⇐⇒
2b = a+ c❀
✸✳ a+ d✱ b+ d è c+ d îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✱ òî 2(b+ d) = (a+ d) + (c+ d) ⇐⇒
2b = a+ c✳
✹✳ b+ c✱ b+ d è c+ d îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✱ òî 2(b+ d) = (b+ c) + (c+ d) ⇐⇒
2c = b+ d✳
➮ â ÷åòèðèòå ñëó÷àÿ ïîëó÷àâàìå ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà✳

❰ò ãîðíîòî å ÿñíî✱ ÷å âñè÷êèòå ✻ ÷èñëà íå ìîãàò äà îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✳

➘à äîïóñíåì✱ ÷å ✺ îò òÿõ îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ✳ ➘à çàáåëåæèì✱ ÷å êîåòî è îò

÷èñëàòà a+b✱ a+c✱ a+d✱ b+c✱ b+d è c+d äà èçòðèåì✱ âèíàãè ñå ñðåùà íÿêîÿ îò ïðîãðåñèèòå

✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳✱ èëè ✹✳✱ïðîòèâîðå÷èå✳

❰ò à✮ ñëåäâà✱ ÷å òúðñåíîòî k å ✹✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ à✮ çà âÿðíà ✹✲õóáàâà ÷åòâîðêà ✕ ✷ òî÷êè❀ á✮ çà íàðåäáà íà ÷åòèðèòå

÷èñëà è íà ïîëó÷åíèòå øåñò ñáîðà ✕ ✶ òî÷êà❀ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å k ≤ 4 ✕ ✸ òî÷êè❀ ÷àñòè÷íè

✶✵
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ðåçóëòàòè✿ çà íàáëþäåíèåòî✱ ÷å íÿêîé îò ïðèìåðèòå ✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳ è ✹✳ âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ✕

✶ òî÷êà❀ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å øåñòòå ÷èñëà íå ìîãàò äà îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ

✭åêâèâàëåíòíî íà k ≤ 5✮ ✕ ✶ òî÷êà✳

➬àäà÷à ✶✶✳✷✳ ➶úðõó ñòðàíèòå AB✱ BC è AC íà òðèúãúëíèê ABC ñà èçáðàíè ñúîòâåòíî

òî÷êè C1✱ A1 è B1 òàêà ÷å BA1 = BC1 è CA1 = CB1✳ Ïðàâèòå A1C1 è A1B1 ïðåñè÷àò ïðàâà

ïðåç A✱ óñïîðåäíà íà BC✱ ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q✳ ➚êî îïèñàíèòå îêðúæíîñòè îêîëî

òðèúãúëíèöèòå APC1 è AQB1 ñå ïðåñè÷àò çà âòîðè ïúò â òî÷êà R âúðõó îòñå÷êàòà AA1✱

äà ñå äîêàæå✱ ÷å òî÷êà R ëåæè íà âïèñàíàòà â òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò✳

Ðåøåíèå✳ ❰ò PQ ‖ BC è BA1 = BC1 ïîëó÷àâàìå

<) APC1 = C1A1B =<) A1C1B =<) AC1P

Òúé êàòî ÷åòèðèúãúëíèêúò APC1R å âïèñàí✱ èìàìå

<) A1RC1 =<) APC1 =<) PC1A =<) PRA.

➚íàëîãè÷íî

<) CA1B1 =<) CB1A1 =<) AB1Q =<) AQB1 =<) A1RB1 =<) ARQ.

❰ò <) B1RC1+ <) B1A1C1 = 180◦ ñëåäâà✱ ÷å RC1A1B1 å âïèñàí â îêðúæíîñò k✳ Ïîíåæå
<) C1RA1 =<) C1A1B =<) A1C1B è <) B1RA1 =<) CA1B1 =<) CB1A1✱ òî k ñå äîïèðà äî

ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèê ABC✱ ò✳å✳ k å âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ➬à <) CA1B1 =<) CB1A1 =<) AB1Q =<) AQB1 =<) A1RB1 =<) ARQ
èëè ñúîòâåòíîòî ìó ✕ ✷ òî÷êè❀ çà RC1A1B1 âïèñàí ✕ ✷ òî÷êè❀ çà èçâîäà✱ ÷å k å âïèñàíàòà

îêðúæíîñò ✕ ✷ òî÷êè✳

➬àäà÷à ✶✶✳✸✳ ➬à åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñêâîéñòâà✿

❼ ×èñëîòî n+ 1 ñå äåëè íà ✷✹✳

❼ Ñáîðúò îò êâàäðàòèòå íà âñè÷êè äåëèòåëè íà n ✭âêëþ÷èòåëíî ✶ è ñàìîòî n✮ ñå äåëè
íà ✹✽✳

✃îëêî íàé✲ìàëêî äåëèòåëè ìîæå äà èìà n❄

Ðåøåíèå✳ Òúé êàòî n + 1 ñå äåëè íà ✹✱ òî n íå å òî÷åí êâàäðàò✳ Ñëåäîâàòåëíî äåëèòåëèòå

íà n ìîãàò äà áúäàò ðàçäåëåíè íà äâîéêè

(a0, b0) = (1, n); (a1, b1), . . . , (as, bs),

êàòî áðîÿò íà äåëèòåëèòå íà n å 2(s+ 1)✳ Òúé êàòî ✷✹ äåëè n+ 1✱ òî âñè÷êè äåëèòåëè íà n
ñà íå÷åòíè è íå ñå äåëÿò íà ✸✳ ➬à âñÿêî i = 0, 1, . . . , s èìàìå

ai + bi = ai +
n

ai
=

a2i − 1 + n+ 1

ai

✶✶
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ðåçóëòàòè✿ çà íàáëþäåíèåòî✱ ÷å íÿêîé îò ïðèìåðèòå ✶✳✱ ✷✳✱ ✸✳ è ✹✳ âîäè äî ïðîòèâîðå÷èå ✕

✶ òî÷êà❀ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å øåñòòå ÷èñëà íå ìîãàò äà îáðàçóâàò àðèòìåòè÷íà ïðîãðåñèÿ

✭åêâèâàëåíòíî íà k ≤ 5✮ ✕ ✶ òî÷êà✳

➬àäà÷à ✶✶✳✷✳ ➶úðõó ñòðàíèòå AB✱ BC è AC íà òðèúãúëíèê ABC ñà èçáðàíè ñúîòâåòíî

òî÷êè C1✱ A1 è B1 òàêà ÷å BA1 = BC1 è CA1 = CB1✳ Ïðàâèòå A1C1 è A1B1 ïðåñè÷àò ïðàâà

ïðåç A✱ óñïîðåäíà íà BC✱ ñúîòâåòíî â òî÷êè P è Q✳ ➚êî îïèñàíèòå îêðúæíîñòè îêîëî

òðèúãúëíèöèòå APC1 è AQB1 ñå ïðåñè÷àò çà âòîðè ïúò â òî÷êà R âúðõó îòñå÷êàòà AA1✱

äà ñå äîêàæå✱ ÷å òî÷êà R ëåæè íà âïèñàíàòà â òðèúãúëíèê ABC îêðúæíîñò✳

Ðåøåíèå✳ ❰ò PQ ‖ BC è BA1 = BC1 ïîëó÷àâàìå

<) APC1 = C1A1B =<) A1C1B =<) AC1P

Òúé êàòî ÷åòèðèúãúëíèêúò APC1R å âïèñàí✱ èìàìå

<) A1RC1 =<) APC1 =<) PC1A =<) PRA.

➚íàëîãè÷íî

<) CA1B1 =<) CB1A1 =<) AB1Q =<) AQB1 =<) A1RB1 =<) ARQ.

❰ò <) B1RC1+ <) B1A1C1 = 180◦ ñëåäâà✱ ÷å RC1A1B1 å âïèñàí â îêðúæíîñò k✳ Ïîíåæå
<) C1RA1 =<) C1A1B =<) A1C1B è <) B1RA1 =<) CA1B1 =<) CB1A1✱ òî k ñå äîïèðà äî

ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèê ABC✱ ò✳å✳ k å âïèñàíàòà â △ABC îêðúæíîñò✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ➬à <) CA1B1 =<) CB1A1 =<) AB1Q =<) AQB1 =<) A1RB1 =<) ARQ
èëè ñúîòâåòíîòî ìó ✕ ✷ òî÷êè❀ çà RC1A1B1 âïèñàí ✕ ✷ òî÷êè❀ çà èçâîäà✱ ÷å k å âïèñàíàòà

îêðúæíîñò ✕ ✷ òî÷êè✳

➬àäà÷à ✶✶✳✸✳ ➬à åñòåñòâåíî ÷èñëî n ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñêâîéñòâà✿

❼ ×èñëîòî n+ 1 ñå äåëè íà ✷✹✳

❼ Ñáîðúò îò êâàäðàòèòå íà âñè÷êè äåëèòåëè íà n ✭âêëþ÷èòåëíî ✶ è ñàìîòî n✮ ñå äåëè
íà ✹✽✳

✃îëêî íàé✲ìàëêî äåëèòåëè ìîæå äà èìà n❄

Ðåøåíèå✳ Òúé êàòî n + 1 ñå äåëè íà ✹✱ òî n íå å òî÷åí êâàäðàò✳ Ñëåäîâàòåëíî äåëèòåëèòå

íà n ìîãàò äà áúäàò ðàçäåëåíè íà äâîéêè

(a0, b0) = (1, n); (a1, b1), . . . , (as, bs),

êàòî áðîÿò íà äåëèòåëèòå íà n å 2(s+ 1)✳ Òúé êàòî ✷✹ äåëè n+ 1✱ òî âñè÷êè äåëèòåëè íà n
ñà íå÷åòíè è íå ñå äåëÿò íà ✸✳ ➬à âñÿêî i = 0, 1, . . . , s èìàìå

ai + bi = ai +
n

ai
=

a2i − 1 + n+ 1

ai

✶✶
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è îò ai íå÷åòíî✱ êîåòî íå ñå äåëè íà ✸ ñëåäâà✱ ÷å a2i − 1 ñå äåëè íà ✷✹✳ Ñëåäîâàòåëíî ai + bi
ñå äåëè íà ✷✹✳

Ñåãà îò óñëîâèåòî èìàìå✱ ÷å

s∑

i=0

(a2i + b2i ) =
s∑

i=0

((ai + bi)
2 − 2aibi) =

s∑

i=0

(ai + bi)
2 − 2n(s+ 1)

ñå äåëè íà ✹✽✳ Òúé êàòî ✹✽ äåëè (ai + bi)
2 è n å íå÷åòíî✱ òî ✹✽ äåëè 2(s+ 1)✳ Òîâà îçíà÷àâà✱

÷å n èìà ïîíå ✹✽ äåëèòåëè✳

×èñëîòî n = 2347 èìà èñêàíèòå ñâîéñòâà✱ çàùîòî ✷✹ äåëè 2347 + 1 è ñáîðúò îò êâàäðàòèòå

íà äåëèòåëèòå íà n å

1 + 232 + 234 + · · ·+ 2394

ñå äåëè íà ✹✽✱ çàùîòî 232k = 529k ≡ 1 (mod 48)✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ➬à íàáëþäåíèåòî✱ ÷å âñè÷êè äåëèòåëè íà n ñà íå÷åòíè è íå ñå äåëÿò

íà ✸ ✕ ✶ òî÷êà❀ çà íàáëþäåíèåòî✱ ÷å n íå å òî÷åí êâàäðàò è äåëèòåëèòå ìó ìîãàò äà ñå

ãðóïèðàò ïî äâîéêè ñ ïðîèçâåäåíèå n ✕ ✶ òî÷êà❀ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å ñáîðúò íà ÷èñëàòà âúâ

âñÿêà äâîéêà ñå äåëè íà ✷✹ ✕ ✷ òî÷êè❀ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å n èìà ïîíå ✹✽ äåëèòåëè ✭ò✳å✳ ✹✽

äåëè 2(s+ 1)✮ ✕ ✶ òî÷êà❀ çà íàìèðàíå íà ÷èñëî ñ ✹✽ äåëèòåëè✱ êîåòî èçïúëíÿâà óñëîâèåòî ✕
✷ òî÷êè✳

➬àäà÷à ✶✶✳✹✳ Ñòðàíàòà A èìà km ãðàäà✱ à ñòðàíàòà B èìà kn ãðàäà ✭k,m, n ∈ N.✮✳ ➶ñåêè
ãðàä îò A å ñâúðçàí ñ äâóïîñî÷íà äèðåêòíà àâèîëèíèÿ ñ âñåêè ãðàä îò B✳ Òå ñå îáñëóæâàò îò
k àâèîêîìïàíèè ✭âñÿêà àâèîëèíèÿ ñå îáñëóæâà ñàìî îò åäíà êîìïàíèÿ✮✳ ➘ðóãè àâèîëèíèè✱

îñâåí ïîñî÷åíèòå✱ íÿìà✳ ➘îêàæåòå✱ ÷å ìîæå äà èçáåðåì àâèîêîìïàíèÿ è m+ n ãðàäà✱ òàêà

÷å äà å âúçìîæíî äà ñå ïðèäâèæèì ìåæäó âñåêè äâà îò èçáðàíèòå ãðàäîâå✱ ïîëçâàéêè ñàìî

àâèîëèíèèòå íà òàçè êîìïàíèÿ✳

Ðåøåíèå✳ ❐åìà ✶✳ ❮åêà x, y ñà ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà✱ à k, ℓ, ℓ ≥ k ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà✳

Ðåàëíèòå ÷èñëà xi, yi, i = 1, 2, . . . , ℓ óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà

xi ≥ 0, yi ≥ 0, xi + yi ≤ (x+ y)/k, i = 1, 2, . . . , ℓ;

ℓ∑

i=1

xi = x ,
ℓ∑

i=1

yi = y. (1)

Òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
ℓ∑

i=1

xiyi ≤
xy

k
.

Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà ñàìî êîãàòî xi = x/k, yi = y/k, i = 1, 2, . . . , k;xi = yi = 0, i > k.
➘îêàçàòåëñòâî✳ ➘à îçíà÷èì f(x, y) :=

∑ℓ
i=1

xiyi, êúäåòî x = (x1, . . . , xℓ), y = (y1, . . . , yℓ).
Òúé êàòî óñëîâèÿòà (1) îïðåäåëÿò êîìïàêòíî ìíîæåñòâî✱ ôóíêöèÿòà f äîñòèãà ìàêñèìàëíà✲

òà ñè ñòîéíîñò âúðõó íåãî✱ äà ðå÷åì â òî÷êèòå x′i, y
′

i. ❒îæåì äà ñ÷èòàìå✱ ÷å x′1 ≥ x′2 ≥ · · · ≥

✶✷
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