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x′ℓ. Ùå äîêàæåì✱ ÷å y′i ñà ñúùî â íàìàëÿâàùà ïîñëåäîâàòåëíîñò✳ ➚êî äîïóñíåì✱ ÷å y
′
i < y′i+1,

äà ðàçãëåäàìå xi = xi+1 := (x′i + x′i+1)/2; yi = yi+1 := (y′i + y′i+1)/2. Òîãàâà✱ ✭íåðàâåíñòâî íà
×åáèøåâ✮

xiyi + xi+1yi+1 > x′iy
′
i + x′i+1y

′
i+1

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ìàêñèìàëíîñòòà íà x′, y′. Ïî íàòàòúê✱ àêî x′1 + y′1 < (x+ y)/k íèå ïî

àíàëîãè÷åí íà÷èí ìîæå äà îáðàçóâàìå x1 := x′1 + ε, x2 := x′2 − ε; y1 := y′1 + δ, x2 := x′2 − δ çà
ïîäõîäÿùè ε, δ ≥ 0 è äà ïîëó÷èì ïî✲ãîëÿìà ñòîéíîñò íà f. Òàêà ÷å✱ x′1 + y′1 = (x+ y)/k.
❮åêà k′ å íàé✲ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî✱ çà êîåòî xk′ > 0 è yk′ > 0. Ïî ñúùèÿ íà÷èí✱ êàêòî
ïî✲ãîðå✱ ñå âèæäà ÷å x′i + y′i = (x + y)/k, i = 1, 2, . . . , k′. ➬íà÷è k′ ≤ k. ❮åêà äîïóñíåì✱ ÷å

k′ < k è çà îïðåäåëåíîñò yi = 0, i > k′. ➘à ìîäèôèöèðàìå x, y ïî ñëåäíèÿ íà÷èí✳ Ïîëàãàìå

xi := x′i, yi := y′i, i = 1, 2, . . . , k′ − 1;xk′ := x′k′ , yk′ := y′k′ − ε, xk′+1 := (x + y)/k, yk′+1 := ε.
➬à i > k′ + 1 ÷èñëàòà yi ñà íóëè✱ à ÷èñëàòà xi íÿìàò çíà÷åíèå✱ ñòèãà äà ñå ïîä÷èíÿâàò íà

(1)✳ Òúé êàòî x′k < (x + y)/k, ëåñíî ñå âèæäà ÷å f(x, y) > f(x′, y′) êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà

ìàêñèìàëíîñòòà íà x′, y′.
➮ òàêà✱ k′ = k. Ñåãà ùå äîêàæåì✱ ÷å x′i = x/k, y′i = y/k, i = 1, 2, . . . , k. ➘à äîïóñíåì ÷å

òîâà íå å âÿðíî è j å ïúðâèÿò èíäåêñ✱ çà êîéòî x′j 6= x/k, êàòî íåêà çà îïðåäåëåíîñò íåêà
x′j < x/k. Òîãàâà✱ ùå ñúùåñòâóâà i > j çà êîåòî x′i > x/k, êîåòî çíà÷è x′i > x′j è çíà÷è

ïîñëåäîâàòåëíîñòòà x′1, x
′
2, . . . , x

′
k íå å íàìàëÿâàùà✱ ïðîòèâîðå÷èå✳

Ñ òîâà óñòàíîâèõìå✱ ÷å x′i = x/k, y′i = y/k, i = 1, 2, . . . , k. Òúé êàòî f(x′, y′) = kxy, âåðíîñòòà
íà ❐åìà ✶ å äîêàçàíà✳

❰áðàòíî êúì çàäà÷àòà✳ ➪ðîÿò âñè÷êè àâèîëèíèè å k2mn✳ ➬íà÷è èìà àâèîêîìïàíèÿ✱ êîÿòî

îáñëóæâà ïîíå kmn àâèîëèíèè✳ ➘à ïðåìàõíåì âñè÷êè îñòàíàëè àâèîëèíèè✳ Ùå äîêàæåì✱ ÷å

â ïîëó÷åíèÿ ãðàô✱ íåêà áúäå K ′, èìà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà ñúñòîÿùà ñå îò ïîíåm+n âúðõà✳

➘à äîïóñíåì ïðîòèâíîòî✳ ❮åêà ñâúðçàíèòå êîìïîíåíòè íà K ′ ñà G(Ai, Bi), i = 1, 2, . . . , ℓ è
|Ai| = mi, |Bi| = ni, i = 1, 2, . . . , ℓ. ➮ìàìå

ℓ∑

i=1

mi = km,
ℓ∑

i=1

ni = kn,mi + ni < m+ n

Ñúãëàñíî ❐åìà ✶✱
ℓ∑

i=1

mini < kmn

êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà íà àâèîëèíèÿòà✳ ➮ òàêà✱ çà ïîíå åäíî i å èçïúëíåíî mi +ni ≥
m+ n.

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✷ò✳ çà ñòèãàíå äî íåðàâåíñòâî îò òèïà íà ❐åìà ✶✱ ✺ò✳ çà äîêàçâàíåòî

ìó✳

➬àäà÷à ✶✷✳✶✳ Ðåäèöàòà {xn}∞n=0 å çàäàäåíà ÷ðåç ðàâåíñòâàòà✿

x0 = 1,

xn+1 = sinxn +
π

2
− 1 çà n ≥ 0.

✶✸
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Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å ðåäèöàòà å ñòðîãî ðàñòÿùà✳ ➘à îòáåëåæèì✱ ÷å çà âñÿêî n
èìàìå xn ≤ π

2 , ò✳ê sinx ≤ 1 çà âñÿêî x ∈ R. ❰ñâåí òîâà èìàìå✱ ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = sinx−x
å íàìàëÿâàùà çà x ∈ R, ò✳ê f ′(x) = cosx− 1 ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ R.
Ñëåäîâàòåëíî çà x ∈ (−∞, π2 ) èìàìå f(x) ≥ sin π

2− π
2 . Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å sinxn ≥ xn+1− π

2 ,
êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà xn+1 ≥ xn. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà (xn)

∞
n=1 å ðàñòÿùà è ò✳ê òÿ å

îãðàíè÷åíà ñëåäâà✱ ÷å å ñõîäÿùà✳ ➚êî l å íåéíàòà ãðàíèöà✱ òî çà l å èçïúëíåíî✱ ÷å l =
sin l + π

2 − 1, ò✳å f(l) = f(π2 ). Ôóíêöèÿòà f å íàìàëÿâàùà✱ êîåòî îçíà÷àâà✱ ÷å l = π
2 .

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✶ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å xn ≤ π/2 çà âñÿêî n, ✸ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱
÷å xn å ðàñòÿùà è ✷ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✷✳✷✳ ➘àäåí å îñòðîúãúëåí è ðàçíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ABC. ➶ïèñàíàòà â òðèú✲

ãúëíèê ABC îêðúæíîñò ñ öåíòúð I äîïèðà ñòðàíèòå BC, AC è AB ñúîòâåòíî â òî÷êèòå

D✱E è F ✳ ❰êðúæíîñòòà ñ öåíòúð C è ðàäèóñ CE ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò ïðàâàòà EF â òî÷✲

êà K. ➚êî X å äîïèðíàòà òî÷êà ñ AB íà âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C çà

òðèúãúëíèê ABC✱ òî äà ñå äîêàæå✱ ÷å ïðàâèòå XC, KD è IF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà✳

Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å CX è IF ñå ïðåñè÷àò âúðõó âïèñàíàòà îêðúæíîñò✳ ❮åêà

CX ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò â òî÷êà P. Òîãàâà✱ àêî ðàçãëåäàìå õîìîòåòèÿ h ñ öåíòúð

C, êîÿòî èçïðàùà âïèñàíàòà îêðúæíîñò âúâ âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C,
òî h(P ) = X è ñëåäîâàòåëíî àêî t å äîïèðàòåëíàòà ïðåç P êúì âïèñàíàòà îêðúæíîñò✱ òî

èìàìå h(t) = AB. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà✱ ÷å t||AB è ò✳ê IP ⊥ t è IF ⊥ AB, òî ïîëó÷àâàìå✱
÷å P ∈ IF.
❰ò äðóãà ñòðàíà✱ àêî KD ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò çà âòîðè ïúò â òî÷êà Q, òî èìàìå
<) EQD = 180◦− <) EFD = 90◦ + <) ACB

2 . ➮ìàìå✱ ÷å <) EKD = <) ACB
2 , îòêúäåòî ñëåäâà✱ ÷å

<) QEF = 90◦, ò✳å Q ≡ P. Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å ïðàâèòå KD, CX è IF ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà

P.

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✸ò✳ çà CX ∩ IF ëåæè íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è ✸ò✳ çà P ∈ KD.

➬àäà÷à ✶✷✳✸✳ ➘à ñå ðåøè â åñòåñòâåíè ÷èñëà óðàâíåíèåòî✿

n
√
m+ m

√
n = 2 +

2

mn(m+ n)
1

m
+ 1

n

.

Ðåøåíèå✳ Óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà✳ Ùå äîêàæåì✱ ÷å çà âñè÷êè äâîéêè

åñòåñòâåíè ÷èñëà (m,n), çà êîèòî èìàìå { n
√
m} > 0, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî { n

√
m} ≥ 1

mn .
❮åêà a = ⌊ n

√
m⌋ è x = { n

√
m}. Òîãàâà èìàìå✱ ÷å

m− an = x
n−1∑

i=0

m
i

nan−1−i

è ñëåäîâàòåëíî

x ≥ 1

nm
n−1

n

≥ 1

nm
.

✶✹
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Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å ðåäèöàòà å ñòðîãî ðàñòÿùà✳ ➘à îòáåëåæèì✱ ÷å çà âñÿêî n
èìàìå xn ≤ π

2 , ò✳ê sinx ≤ 1 çà âñÿêî x ∈ R. ❰ñâåí òîâà èìàìå✱ ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = sinx−x
å íàìàëÿâàùà çà x ∈ R, ò✳ê f ′(x) = cosx− 1 ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ R.
Ñëåäîâàòåëíî çà x ∈ (−∞, π2 ) èìàìå f(x) ≥ sin π

2− π
2 . Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å sinxn ≥ xn+1− π

2 ,
êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà xn+1 ≥ xn. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà (xn)

∞
n=1 å ðàñòÿùà è ò✳ê òÿ å

îãðàíè÷åíà ñëåäâà✱ ÷å å ñõîäÿùà✳ ➚êî l å íåéíàòà ãðàíèöà✱ òî çà l å èçïúëíåíî✱ ÷å l =
sin l + π

2 − 1, ò✳å f(l) = f(π2 ). Ôóíêöèÿòà f å íàìàëÿâàùà✱ êîåòî îçíà÷àâà✱ ÷å l = π
2 .

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✶ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å xn ≤ π/2 çà âñÿêî n, ✸ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱
÷å xn å ðàñòÿùà è ✷ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✷✳✷✳ ➘àäåí å îñòðîúãúëåí è ðàçíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ABC. ➶ïèñàíàòà â òðèú✲

ãúëíèê ABC îêðúæíîñò ñ öåíòúð I äîïèðà ñòðàíèòå BC, AC è AB ñúîòâåòíî â òî÷êèòå

D✱E è F ✳ ❰êðúæíîñòòà ñ öåíòúð C è ðàäèóñ CE ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò ïðàâàòà EF â òî÷✲

êà K. ➚êî X å äîïèðíàòà òî÷êà ñ AB íà âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C çà

òðèúãúëíèê ABC✱ òî äà ñå äîêàæå✱ ÷å ïðàâèòå XC, KD è IF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà✳

Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å CX è IF ñå ïðåñè÷àò âúðõó âïèñàíàòà îêðúæíîñò✳ ❮åêà

CX ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò â òî÷êà P. Òîãàâà✱ àêî ðàçãëåäàìå õîìîòåòèÿ h ñ öåíòúð

C, êîÿòî èçïðàùà âïèñàíàòà îêðúæíîñò âúâ âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C,
òî h(P ) = X è ñëåäîâàòåëíî àêî t å äîïèðàòåëíàòà ïðåç P êúì âïèñàíàòà îêðúæíîñò✱ òî

èìàìå h(t) = AB. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà✱ ÷å t||AB è ò✳ê IP ⊥ t è IF ⊥ AB, òî ïîëó÷àâàìå✱
÷å P ∈ IF.
❰ò äðóãà ñòðàíà✱ àêî KD ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò çà âòîðè ïúò â òî÷êà Q, òî èìàìå
<) EQD = 180◦− <) EFD = 90◦ + <) ACB

2 . ➮ìàìå✱ ÷å <) EKD = <) ACB
2 , îòêúäåòî ñëåäâà✱ ÷å

<) QEF = 90◦, ò✳å Q ≡ P. Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å ïðàâèòå KD, CX è IF ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà

P.

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✸ò✳ çà CX ∩ IF ëåæè íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è ✸ò✳ çà P ∈ KD.

➬àäà÷à ✶✷✳✸✳ ➘à ñå ðåøè â åñòåñòâåíè ÷èñëà óðàâíåíèåòî✿

n
√
m+ m

√
n = 2 +

2

mn(m+ n)
1

m
+ 1

n

.

Ðåøåíèå✳ Óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà✳ Ùå äîêàæåì✱ ÷å çà âñè÷êè äâîéêè

åñòåñòâåíè ÷èñëà (m,n), çà êîèòî èìàìå { n
√
m} > 0, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî { n

√
m} ≥ 1

mn .
❮åêà a = ⌊ n

√
m⌋ è x = { n

√
m}. Òîãàâà èìàìå✱ ÷å

m− an = x
n−1∑

i=0

m
i

nan−1−i

è ñëåäîâàòåëíî

x ≥ 1

nm
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Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å ðåäèöàòà å ñòðîãî ðàñòÿùà✳ ➘à îòáåëåæèì✱ ÷å çà âñÿêî n
èìàìå xn ≤ π

2 , ò✳ê sinx ≤ 1 çà âñÿêî x ∈ R. ❰ñâåí òîâà èìàìå✱ ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = sinx−x
å íàìàëÿâàùà çà x ∈ R, ò✳ê f ′(x) = cosx− 1 ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ R.
Ñëåäîâàòåëíî çà x ∈ (−∞, π2 ) èìàìå f(x) ≥ sin π

2− π
2 . Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å sinxn ≥ xn+1− π

2 ,
êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà xn+1 ≥ xn. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà (xn)

∞
n=1 å ðàñòÿùà è ò✳ê òÿ å

îãðàíè÷åíà ñëåäâà✱ ÷å å ñõîäÿùà✳ ➚êî l å íåéíàòà ãðàíèöà✱ òî çà l å èçïúëíåíî✱ ÷å l =
sin l + π

2 − 1, ò✳å f(l) = f(π2 ). Ôóíêöèÿòà f å íàìàëÿâàùà✱ êîåòî îçíà÷àâà✱ ÷å l = π
2 .

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✶ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å xn ≤ π/2 çà âñÿêî n, ✸ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱
÷å xn å ðàñòÿùà è ✷ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✷✳✷✳ ➘àäåí å îñòðîúãúëåí è ðàçíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ABC. ➶ïèñàíàòà â òðèú✲

ãúëíèê ABC îêðúæíîñò ñ öåíòúð I äîïèðà ñòðàíèòå BC, AC è AB ñúîòâåòíî â òî÷êèòå

D✱E è F ✳ ❰êðúæíîñòòà ñ öåíòúð C è ðàäèóñ CE ïðåñè÷à çà âòîðè ïúò ïðàâàòà EF â òî÷✲

êà K. ➚êî X å äîïèðíàòà òî÷êà ñ AB íà âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C çà

òðèúãúëíèê ABC✱ òî äà ñå äîêàæå✱ ÷å ïðàâèòå XC, KD è IF ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà✳

Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å CX è IF ñå ïðåñè÷àò âúðõó âïèñàíàòà îêðúæíîñò✳ ❮åêà

CX ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò â òî÷êà P. Òîãàâà✱ àêî ðàçãëåäàìå õîìîòåòèÿ h ñ öåíòúð

C, êîÿòî èçïðàùà âïèñàíàòà îêðúæíîñò âúâ âúíøíîâïèñàíàòà îêðúæíîñò ñðåùó âúðõà C,
òî h(P ) = X è ñëåäîâàòåëíî àêî t å äîïèðàòåëíàòà ïðåç P êúì âïèñàíàòà îêðúæíîñò✱ òî

èìàìå h(t) = AB. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà✱ ÷å t||AB è ò✳ê IP ⊥ t è IF ⊥ AB, òî ïîëó÷àâàìå✱
÷å P ∈ IF.
❰ò äðóãà ñòðàíà✱ àêî KD ïðåñè÷à âïèñàíàòà îêðúæíîñò çà âòîðè ïúò â òî÷êà Q, òî èìàìå
<) EQD = 180◦− <) EFD = 90◦ + <) ACB

2 . ➮ìàìå✱ ÷å <) EKD = <) ACB
2 , îòêúäåòî ñëåäâà✱ ÷å

<) QEF = 90◦, ò✳å Q ≡ P. Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å ïðàâèòå KD, CX è IF ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà

P.

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ ✸ò✳ çà CX ∩ IF ëåæè íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò è ✸ò✳ çà P ∈ KD.

➬àäà÷à ✶✷✳✸✳ ➘à ñå ðåøè â åñòåñòâåíè ÷èñëà óðàâíåíèåòî✿

n
√
m+ m

√
n = 2 +

2

mn(m+ n)
1

m
+ 1

n

.

Ðåøåíèå✳ Óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà✳ Ùå äîêàæåì✱ ÷å çà âñè÷êè äâîéêè

åñòåñòâåíè ÷èñëà (m,n), çà êîèòî èìàìå { n
√
m} > 0, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî { n

√
m} ≥ 1

mn .
❮åêà a = ⌊ n

√
m⌋ è x = { n

√
m}. Òîãàâà èìàìå✱ ÷å

m− an = x
n−1∑

i=0

m
i

nan−1−i

è ñëåäîâàòåëíî

x ≥ 1

nm
n−1

n

≥ 1

nm
.

✶✹
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Òàêà ïîëó÷àâàìå✱ ÷å n
√
m+ m

√
n ≥ 2 + 2

mn , îòêúäåòî çàäà÷àòà ñëåäâà✳
❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ ✷ò✳ çà ôîðìóëèðàíå íà âÿðíî íåðàâåíñòâî çà äðîáíàòà ÷àñò íà n

√
m,

✹ò✳ çà äîêàçàòåëñòâîòî ìó è ✶ò✳ çà äîâúðøâàíå✳

➬àäà÷à ✶✷✳✹✳ Ùå íàðè÷àìå åäíî ìíîæåñòâî S îò òî÷êè â ðàâíèíàòà åñåííî✱ àêî ðàçñòîÿ✲

íèåòî ìåæäó âñåêè äâå òî÷êè îò S å íàé✲ìíîãî 1✳ Ñ f(n, d) îçíà÷àâàìå íàé✲ãîëÿìîòî öÿëî
÷èñëî✱ òàêîâà ÷å çà âñÿêî åñåííî ìíîæåñòâî S îò 3n òî÷êè â ðàâíèíàòà✱ ñúùåñòâóâà êðúã ñ

äèàìåòúð d✱ êîéòî ñúäúðæà ïîíå f(n, d) òî÷êè îò S✳
➘à ñå äîêàæå✱ ÷å ñúùåñòâóâà ε > 0 ✭íåçàâèñåùî îò n✮✱ çà êîåòî çà âñè÷êè d ∈ (1 − ε, 1)
ñòîéíîñòòà íà f(n, d) íå çàâèñè îò d è äà ñå îïðåäåëè òàçè ñòîéíîñò êàòî ôóíêöèÿ íà n✳

Ðåøåíèå✳ Ïúðâî ùå äîêàæåì✱ ÷å ñúùåñòâóâà d < 1✱ çà êîåòî âèíàãè ìîæåì äà íàìåðèì

îêðúæíîñò ñ äèàìåòúð d êîÿòî ñúäúðæà n òî÷êè îò äàäåíèòå✳ ❮åêà M å ìíîæåñòâî îò 3n
òî÷êè ñ äèàìåòúð 1 è íåêà çà âñÿêà òî÷êà A ∈ M ðàçãëåäàìå êðúã DA ñ öåíòúð A è ðàäèóñ
1√
3
.

❐åìà✳ ➚êî A,B,C ∈ M, òî DA ∩DB ∩DC 6= ∅.

➘îêàçàòåëñòâî✳ ➚êî òî÷êèòå A,B,C îáðàçóâàò îñòðîúãúëåí òðèúãúëíèê✱ òî íÿêîé îò úã✲

ëèòå íà òðèúãúëíèêà å ñ ìÿðêà ìåæäó 60◦ è 90◦. ❮åêà ➪❰❰ òîâà å <) ACB. Òîãàâà çà

ðàäèóñà R íà îïèñàíàòà îêîëî ABC îêðúæíîñò✱ ïîëó÷àâàìå îò ñèíóñîâà òåîðåìà✱ ÷å 2R =
AB

sin<) ACB ≤ 2√
3
, îòêúäåòî ñëåäâà✱ ÷å R ≤ 1√

3
è ñëåäîâàòåëíî öåíòúðúò íà îïèñàíàòà îêðúæ✲

íîñò O ∈ DA ∩DB ∩DC .
➚êî òî÷êèòå A,B,C îáðàçóâàò òúïîúãúëåí èëè ïðàâîúãúëåí òðèúãúëíèê✱ òî íåêà ➪❰❰

<) ACB ≥ 90◦. ❮åêà M å ñðåäàòà íà AB. ßñíî å✱ ÷å MA ≤ 1
2 < 1√

3
è àíàëîãè÷íî MB < 1√

3
,

ò✳å M ∈ DA ∩DB. ❰ò äðóãà ñòðàíà

MC2 =
2AC2 + 2CB2 −AB2

4
≤ AB2

4
≤ 1

4
,

êúäåòî ïúðâîòî íåðàâåíñòâî ñëåäâà îò òîâà✱ ÷å <) ACB ≥ 90◦. Ñëåäîâàòåëíî MC ≤ 1
2 < 1√

3
è ñëåäîâàòåëíî M ∈ DC , ò✳å íàèñòèíà M ∈ DA ∩DB ∩DC , ñ êîåòî ëåìàòà å äîêàçàíà✳
❰ò òåîðåìà íà Õåëè✱ ïðèëîæåíà çà ìíîæåñòâîòî îò êðúãîâå {DA : A ∈ M}, ñëåäâà✱ ÷å ò✳ê
âñåêè òðè îò òÿõ ñå ïðåñè÷àò✱ òî

⋂
A∈M DA 6= ∅. ❮åêà P ∈ ⋂

A∈M DA. Òîãàâà êðúãúò DP ñ

öåíòúð P è ðàäèóñ 1√
3
ñúäúðæà M.

Ñåãà ùå ïîêàæåì✱ ÷å âñåêè êðúã K ñ ðàäèóñ 1√
3
ìîæå äà áúäå ïîêðèò îò 3 êðúãà ñ ðàäèóñ

1
2 . ❮åêà òî÷êèòå A′, B′, C ′ ∈ DP ñà òàêèâà✱ ÷å A′B′C ′ å ðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê✳ Òîãàâà

A′B′ = B′C ′ = C ′A′ = 1 è êðúãîâåòå ñ äèàìåòðè A′B′, A′C ′, B′C ′ ïîêðèâàò DP .
➚íàëîãè÷íî êðúãîâå k1, k2, k3 ñ öåíòðîâå ñðåäèòå íà A′B′, A′C ′, B′C ′ è äèàìåòúð d ✧ïî÷✲

òè✧ïîêðèâàò K✳ ❮àèñòèíà ìíîæåñòâîòî K \ (k1 ∪ k2 ∪ k3) ñå ñúñòîè îò ✸ åäíàêâè ôèãóðè✱

êîèòî ùå íàðè÷àìå àíòèëóíè ïîðàäè âèçóàëíàòà ïðèëèêà✳ ➘à îòáåëåæèì ñúùî✱ ÷å ìîæåì

äà ïîñòðîèì àíòèëóíè çà âñåêè , B, C✱ ëåæàùè íà êîíòóðà íà K è îáðàçóâàùè ðàâíîñòðàíåí

òðèúãúëèê✳

✶✺
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