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Óñëîâèÿ✱ êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

➬àäà÷à ✽✳✶✳ ❮åêà a å íàé✲ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà èçðàçà 24y − 9y2✱ êúäåòî y å ðàöèîíàëíî

÷èñëî✱ à b å íàé✲ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî✱ èçïúëíÿâàùî íåðàâåíñòâîòî

(t+ 3)3 − (6t− 7)2 − (t− 9)3 < 3.

Ðàçëîæåòå íà ✭íåðàçëîæèìè✮ ìíîæèòåëè ñ öåëè êîåôèöèåíòè èçðàçà

a(x− 1)x3 + bx− 2x− 1.

Ðåøåíèå✳ ➮ìàìå 24y− 9y2 = 16− (3y− 4)2✱ ÷èÿòî íàé✲ãîëÿìà ñòîéíîñò a = 16 ñå äîñòèãà çà
y = 4

3
✳ ➘àäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ

t3 + 9t2 + 27t+ 27− 36t2 + 84t− 49− t3 + 27t2 − 243t+ 729 < 3

−132t+ 704 < 0,

ò✳å✳ t > 16

3
è b = 6✳ ➬àìåñòâàéêè a = 16✱ b = 6 â äàäåíèÿ èçðàç✱ ïîëó÷àâàìå

16(x− 1)x3 + 6x− 2x− 1 = 16x4 − 16x3 + 4x− 1

= (16x4 − 1)− 4x(4x2 − 1) = (4x2 − 1)(4x2 + 1)− 4x(4x2 − 1)

= (4x2 − 4x+ 1)(2x− 1)(2x+ 1) = (2x− 1)3(2x+ 1).

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ 2 ò✳ çà îáîñíîâàíî íàìèðàíå íà a❀ 2 ò✳ çà îáîñíîâàíî íàìèðàíå íà b❀

2 ò✳ çà ðàçëàãàíå äî íåðàçëîæèìè ìíîæèòåëè è òî ñàìî ïðè ïðàâèëíî íàìåðåíè a, b✳

➬àäà÷à ✽✳✷✳ ➮çïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ùå íàðè÷àìå èíîâàòèâåí✱ àêî äèàãîíàëèòå ìó ãî

ðàçäåëÿò íà ÷åòèðè òðèúãúëíèêà ñ åäíè è ñúùè ìåðêè íà úãëèòå✳ ❮àïðèìåð êâàäðàòúò å

èíîâàòèâåí ÷åòèðèúãúëíèê✱ ïîíåæå ÷åòèðèòå òðèúãúëíèêà ñà ñ ìåðêè 90◦✱ 45◦✱ 45◦✳ ➘à ñå

íàìåðÿò ìåðêèòå íà úãëèòå íà èíîâàòèâåí ÷åòèðèúãúëíèê✱ àêî åäíà îò òÿõ å 13◦✳

❰òãîâîð✳ 90◦, 90◦, 167◦, 13◦ èëè 13◦, 167◦, 13◦, 167◦

Ðåøåíèå✳ ❮åêà ÷åòèðèúãúëíèêúò å ABCD ñ <) BAD = 13◦ è äèàãîíàëèòå AC è BD ñå

ïðåñè÷àò â O✳ ➚êî äîïóñíåì✱ ÷å äèàãîíàëèòå íå ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✱ òî ïðè <) AOB > 90◦

✭ñëó÷àÿò <) AOD > 90◦ å àíàëîãè÷åí✮ èìàìå <) AOB > 90◦ ><) AOD è <) AOB ><) OAD✱

<) AOB ><) ODA ✭ïîíåæå <) AOB å âúíøåí úãúë çà òðèúãúëíèêà AOD✮✱ ò✳å✳ ìÿðêàòà íà

<) AOB íå ñå ñðåùà â òðèúãúëíèêà AOD✱ ïðîòèâîðå÷èå✳ Òàêà AC èBD ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

❮àòàòúê✱ àêî <) BAO =<) ADO✱ òî <) BAD =<) BAO+ <) OAD =<) BAO + 90◦− <) ADO =
90◦✱ ïðîòèâîðå÷èå ñ <) BAD = 13◦✳ Òàêà îñòàâà ñàìî âúçìîæíîñòòà <) BAO =<) DAO✱ êàòî â

òàêúâ ñëó÷àé AC ðàçïîëîâÿâà <) BAD✱ ò✳å✳ AC å ñèìåòðàëà íà BD✳ Ñåãà îò òðèúãúëíèöèòå

AOD è DOC ñëåäâà èëè <) ADO =<) CDO ✭â òàêúâ ñëó÷àé BD å ñèìåòðàëà íà AC è

ABCD å ðîìá✮✱ èëè <) ADO =<) DCO = 90◦− <) CDO✱ ò✳å✳ <) ADC = 90◦✱ àíàëîãè÷íî
<) ABC = 90◦ è ÷åòâúðòèÿò úãúë å <) BCD = 180◦− <) BAD✳

✷

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

Óñëîâèÿ✱ êðàòêè ðåøåíèÿ è êðèòåðèè çà îöåíÿâàíå

➬àäà÷à ✽✳✶✳ ❮åêà a å íàé✲ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà èçðàçà 24y − 9y2✱ êúäåòî y å ðàöèîíàëíî

÷èñëî✱ à b å íàé✲ìàëêîòî öÿëî ÷èñëî✱ èçïúëíÿâàùî íåðàâåíñòâîòî

(t+ 3)3 − (6t− 7)2 − (t− 9)3 < 3.

Ðàçëîæåòå íà ✭íåðàçëîæèìè✮ ìíîæèòåëè ñ öåëè êîåôèöèåíòè èçðàçà

a(x− 1)x3 + bx− 2x− 1.

Ðåøåíèå✳ ➮ìàìå 24y− 9y2 = 16− (3y− 4)2✱ ÷èÿòî íàé✲ãîëÿìà ñòîéíîñò a = 16 ñå äîñòèãà çà
y = 4

3
✳ ➘àäåíîòî íåðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî ñ

t3 + 9t2 + 27t+ 27− 36t2 + 84t− 49− t3 + 27t2 − 243t+ 729 < 3

−132t+ 704 < 0,

ò✳å✳ t > 16

3
è b = 6✳ ➬àìåñòâàéêè a = 16✱ b = 6 â äàäåíèÿ èçðàç✱ ïîëó÷àâàìå

16(x− 1)x3 + 6x− 2x− 1 = 16x4 − 16x3 + 4x− 1

= (16x4 − 1)− 4x(4x2 − 1) = (4x2 − 1)(4x2 + 1)− 4x(4x2 − 1)

= (4x2 − 4x+ 1)(2x− 1)(2x+ 1) = (2x− 1)3(2x+ 1).

❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ 2 ò✳ çà îáîñíîâàíî íàìèðàíå íà a❀ 2 ò✳ çà îáîñíîâàíî íàìèðàíå íà b❀

2 ò✳ çà ðàçëàãàíå äî íåðàçëîæèìè ìíîæèòåëè è òî ñàìî ïðè ïðàâèëíî íàìåðåíè a, b✳

➬àäà÷à ✽✳✷✳ ➮çïúêíàë ÷åòèðèúãúëíèê ùå íàðè÷àìå èíîâàòèâåí✱ àêî äèàãîíàëèòå ìó ãî

ðàçäåëÿò íà ÷åòèðè òðèúãúëíèêà ñ åäíè è ñúùè ìåðêè íà úãëèòå✳ ❮àïðèìåð êâàäðàòúò å

èíîâàòèâåí ÷åòèðèúãúëíèê✱ ïîíåæå ÷åòèðèòå òðèúãúëíèêà ñà ñ ìåðêè 90◦✱ 45◦✱ 45◦✳ ➘à ñå

íàìåðÿò ìåðêèòå íà úãëèòå íà èíîâàòèâåí ÷åòèðèúãúëíèê✱ àêî åäíà îò òÿõ å 13◦✳

❰òãîâîð✳ 90◦, 90◦, 167◦, 13◦ èëè 13◦, 167◦, 13◦, 167◦

Ðåøåíèå✳ ❮åêà ÷åòèðèúãúëíèêúò å ABCD ñ <) BAD = 13◦ è äèàãîíàëèòå AC è BD ñå

ïðåñè÷àò â O✳ ➚êî äîïóñíåì✱ ÷å äèàãîíàëèòå íå ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✱ òî ïðè <) AOB > 90◦

✭ñëó÷àÿò <) AOD > 90◦ å àíàëîãè÷åí✮ èìàìå <) AOB > 90◦ ><) AOD è <) AOB ><) OAD✱

<) AOB ><) ODA ✭ïîíåæå <) AOB å âúíøåí úãúë çà òðèúãúëíèêà AOD✮✱ ò✳å✳ ìÿðêàòà íà

<) AOB íå ñå ñðåùà â òðèúãúëíèêà AOD✱ ïðîòèâîðå÷èå✳ Òàêà AC èBD ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè✳

❮àòàòúê✱ àêî <) BAO =<) ADO✱ òî <) BAD =<) BAO+ <) OAD =<) BAO + 90◦− <) ADO =
90◦✱ ïðîòèâîðå÷èå ñ <) BAD = 13◦✳ Òàêà îñòàâà ñàìî âúçìîæíîñòòà <) BAO =<) DAO✱ êàòî â

òàêúâ ñëó÷àé AC ðàçïîëîâÿâà <) BAD✱ ò✳å✳ AC å ñèìåòðàëà íà BD✳ Ñåãà îò òðèúãúëíèöèòå

AOD è DOC ñëåäâà èëè <) ADO =<) CDO ✭â òàêúâ ñëó÷àé BD å ñèìåòðàëà íà AC è

ABCD å ðîìá✮✱ èëè <) ADO =<) DCO = 90◦− <) CDO✱ ò✳å✳ <) ADC = 90◦✱ àíàëîãè÷íî
<) ABC = 90◦ è ÷åòâúðòèÿò úãúë å <) BCD = 180◦− <) BAD✳
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❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ 1 ò✳ çà âåðåí îòãîâîð✱ 2 ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å äèàãîíàëèòå ñà ïåð✲

ïåíäèêóëÿðíè ✭íå ñå äàâàò òî÷êè ñàìî çà ïðåäïîëàãàíå íà òîçè ôàêò✮✱ 1 ò✳ çà îáîñíîâêà✱ ÷å

åäèíèÿò îò äèàãîíàëèòå ðàçïîëîâÿâà äâà ñðåùóïîëîæíè úãúëà íà ÷åòèðèúãúëíèêà✱ ïî 1 ò✳

çà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ çà äðóãèÿ äèàãîíàë✱

➬àäà÷à ✽✳✸✳ ➘à ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè (a, b) îò âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà✱ òàêèâà
÷å a < b è b äåëè

(n+ 2)an+1002 − (n+ 1)an+1001 − nan+1000

çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n✳

❰òãîâîð✳ (a, b) = (3, 5)✳

Ðåøåíèå✳ Ïîíåæå a è b ñà âçàèìíî ïðîñòè✱ òî òàêèâà ñà b è an+1000✱ ñúîòâåòíî èñêàíîòî å

åêâèâàëåíòíî íà b äà äåëè (n+2)a2− (n+1)a−n çà âñÿêî n✳ ❰ò n = 1 è n = 2 ïîëó÷àâàìå✱
÷å íåïðåìåííî b äåëè 3a2 − 2a− 1 è 4a2 − 3a− 2✳ ❰òòóê b äåëè

4(3a2 − 2a− 1)− 3(4a2 − 3a− 2) = a+ 2

è òúé êàòî 3a2 − 2a− 1 = 3(a− 2)(a+ 2)− 2(a+ 2) + 15✱ òî íåïðåìåííî b äåëè 15✳
ßâíî b > a ≥ 1✱ ò✳å✳ b ≥ 2✳ ➚êî b = 15✱ òî b | a+ 2 äàâà a = 13✱ íî 4 · 132 − 3 · 13− 2 = 635 íå

ñå äåëè íà 3✳ ➚êî b = 3✱ òî a = 1✱ íî 4 · 12 − 3 · 1− 2 = −1 íå ñå äåëè íà 3✳
❰ñòàâà b = 5✱ ñúîòâåòíî a = 3✳ ➘åéñòâèòåëíî✱ (n+2) · 32 − (n+1) · 31 − n = 5(n+3) ñå äåëè
íà 5✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ 1 ò✳ çà âåðåí îòãîâîð è ïðîâåðêàòà ìó❀ 6 ò✳ çà îòõâúðëÿíå íà âñÿêà

äðóãà âúçìîæíîñò✱ îò êîèòî✿ 1 ò✳ çà ñâåæäàíå äî äåëèìîñò íà ìíîãî÷ëåíè îò íàé✲ìíîãî

âòîðà ñòåïåí✱ 1 ò✳ çà ôîêóñèðàíå âúðõó èçðàçè îò ✭ïîíå äâå✮ ìàëêè n ≤ 4✱ 1 ò✳ çà ñâåæäàíå

äî äåëèìîñò íà äâà ìíîãî÷ëåíà îò íàé✲ìíîãî ïúðâà ñòåïåí✱ 2 ò✳ çà èçâîä îò âèäà b | 5p✱
êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî✱ 1 ò✳ çà îòõâúðëÿíå íà 1✱ p è 5p✱ êàêòî è íà a 6= 3 ïðè b = 5✳

➬àäà÷à ✽✳✹✳ ➶úâ âñÿêî îò ïîëåòàòà íà êâàäðàòíà òàáëèöà 9× 9 å çàïèñàíî öÿëî ÷èñëî✳ ➬à

âñåêè k ÷èñëà✱ íàìèðàùè ñå â åäèí è ñúù ðåä ✭ñòúëá✮✱ ñáîðúò èì å â ñúùèÿ ðåä ✭ñòúëá✮✳

❮àìåðåòå íàé✲ìàëêèÿ âúçìîæåí áðîé íóëè â òàáëèöàòà✱ àêî✿

à✮ k = 5❀
á✮ k = 8✳

❰òãîâîð✳ ❛✮ 63❀ á✮ 0✳

Ðåøåíèå✳ à✮ Ïðèìåð✿ íîìåðèðàìå ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå îò ✶ äî ✾✳ ➬àïèñâàìå 1 â ïîëåòàòà

(i; i) ✭i = 1✱ . . .✱ 9✮❀ −1 â ïîëå (1; 9) è â ïîëåòàòà (i; i−1) ✭i = 2✱ . . .✱ 9✮❀ 0 â îñòàíàëèòå ïîëåòà✳
➶úçìîæíèòå ñáîðîâå ñà 1✱ 0 è −1✳
❰öåíêà✿ ➘à ïðåäïîëîæèì✱ ÷å èìà ïîíå 19 íåíóëåâè ÷èñëà✳ ❰ò ïðèíöèïà íà ➘èðèõëå íà íÿêîé
ðåä ùå èìà ïîíå òðè íåíóëåâè ÷èñëà✱ à çíà÷è è ïîíå äâå íåíóëåâè ÷èñëà ñ åäíàêúâ çíàê✱ äà

ðå÷åì ïîëîæèòåëíè ✭ñèòóàöèÿòà ïðè îòðèöàòåëíè å àíàëîãè÷íà✮✳ ➘à íàðåäèì ÷èñëàòà â òîçè

ðåä ïî ãîëåìèíà✿ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a9✱ êúäåòî a9 ≥ a8 > 0✳ ➚êî a5 ≥ 0✱ òî a5+a6+a7+a8+a9 ≥
a8 + a9 > a9 òðÿáâà äà å íà ñúùèÿ ðåä✿ àáñóðä✳ ➚êî a5 < 0✱ òî a1 + a2 + a3 + a4 + a5 < a1
òðÿáâà äà å íà ñúùèÿ ðåä✿ àáñóðä✳

✸
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❰öåíÿâàíå✳ ✭✻ òî÷êè✮ 1 ò✳ çà âåðåí îòãîâîð✱ 2 ò✳ çà äîêàçàòåëñòâî✱ ÷å äèàãîíàëèòå ñà ïåð✲

ïåíäèêóëÿðíè ✭íå ñå äàâàò òî÷êè ñàìî çà ïðåäïîëàãàíå íà òîçè ôàêò✮✱ 1 ò✳ çà îáîñíîâêà✱ ÷å

åäèíèÿò îò äèàãîíàëèòå ðàçïîëîâÿâà äâà ñðåùóïîëîæíè úãúëà íà ÷åòèðèúãúëíèêà✱ ïî 1 ò✳

çà âñåêè îò äâàòà ñëó÷àÿ çà äðóãèÿ äèàãîíàë✱

➬àäà÷à ✽✳✸✳ ➘à ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè (a, b) îò âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà✱ òàêèâà
÷å a < b è b äåëè

(n+ 2)an+1002 − (n+ 1)an+1001 − nan+1000

çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n✳

❰òãîâîð✳ (a, b) = (3, 5)✳

Ðåøåíèå✳ Ïîíåæå a è b ñà âçàèìíî ïðîñòè✱ òî òàêèâà ñà b è an+1000✱ ñúîòâåòíî èñêàíîòî å

åêâèâàëåíòíî íà b äà äåëè (n+2)a2− (n+1)a−n çà âñÿêî n✳ ❰ò n = 1 è n = 2 ïîëó÷àâàìå✱
÷å íåïðåìåííî b äåëè 3a2 − 2a− 1 è 4a2 − 3a− 2✳ ❰òòóê b äåëè

4(3a2 − 2a− 1)− 3(4a2 − 3a− 2) = a+ 2

è òúé êàòî 3a2 − 2a− 1 = 3(a− 2)(a+ 2)− 2(a+ 2) + 15✱ òî íåïðåìåííî b äåëè 15✳
ßâíî b > a ≥ 1✱ ò✳å✳ b ≥ 2✳ ➚êî b = 15✱ òî b | a+ 2 äàâà a = 13✱ íî 4 · 132 − 3 · 13− 2 = 635 íå

ñå äåëè íà 3✳ ➚êî b = 3✱ òî a = 1✱ íî 4 · 12 − 3 · 1− 2 = −1 íå ñå äåëè íà 3✳
❰ñòàâà b = 5✱ ñúîòâåòíî a = 3✳ ➘åéñòâèòåëíî✱ (n+2) · 32 − (n+1) · 31 − n = 5(n+3) ñå äåëè
íà 5✳

❰öåíÿâàíå✳ ✭✼ òî÷êè✮ 1 ò✳ çà âåðåí îòãîâîð è ïðîâåðêàòà ìó❀ 6 ò✳ çà îòõâúðëÿíå íà âñÿêà

äðóãà âúçìîæíîñò✱ îò êîèòî✿ 1 ò✳ çà ñâåæäàíå äî äåëèìîñò íà ìíîãî÷ëåíè îò íàé✲ìíîãî

âòîðà ñòåïåí✱ 1 ò✳ çà ôîêóñèðàíå âúðõó èçðàçè îò ✭ïîíå äâå✮ ìàëêè n ≤ 4✱ 1 ò✳ çà ñâåæäàíå

äî äåëèìîñò íà äâà ìíîãî÷ëåíà îò íàé✲ìíîãî ïúðâà ñòåïåí✱ 2 ò✳ çà èçâîä îò âèäà b | 5p✱
êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî✱ 1 ò✳ çà îòõâúðëÿíå íà 1✱ p è 5p✱ êàêòî è íà a 6= 3 ïðè b = 5✳

➬àäà÷à ✽✳✹✳ ➶úâ âñÿêî îò ïîëåòàòà íà êâàäðàòíà òàáëèöà 9× 9 å çàïèñàíî öÿëî ÷èñëî✳ ➬à

âñåêè k ÷èñëà✱ íàìèðàùè ñå â åäèí è ñúù ðåä ✭ñòúëá✮✱ ñáîðúò èì å â ñúùèÿ ðåä ✭ñòúëá✮✳

❮àìåðåòå íàé✲ìàëêèÿ âúçìîæåí áðîé íóëè â òàáëèöàòà✱ àêî✿

à✮ k = 5❀
á✮ k = 8✳

❰òãîâîð✳ ❛✮ 63❀ á✮ 0✳

Ðåøåíèå✳ à✮ Ïðèìåð✿ íîìåðèðàìå ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå îò ✶ äî ✾✳ ➬àïèñâàìå 1 â ïîëåòàòà

(i; i) ✭i = 1✱ . . .✱ 9✮❀ −1 â ïîëå (1; 9) è â ïîëåòàòà (i; i−1) ✭i = 2✱ . . .✱ 9✮❀ 0 â îñòàíàëèòå ïîëåòà✳
➶úçìîæíèòå ñáîðîâå ñà 1✱ 0 è −1✳
❰öåíêà✿ ➘à ïðåäïîëîæèì✱ ÷å èìà ïîíå 19 íåíóëåâè ÷èñëà✳ ❰ò ïðèíöèïà íà ➘èðèõëå íà íÿêîé
ðåä ùå èìà ïîíå òðè íåíóëåâè ÷èñëà✱ à çíà÷è è ïîíå äâå íåíóëåâè ÷èñëà ñ åäíàêúâ çíàê✱ äà

ðå÷åì ïîëîæèòåëíè ✭ñèòóàöèÿòà ïðè îòðèöàòåëíè å àíàëîãè÷íà✮✳ ➘à íàðåäèì ÷èñëàòà â òîçè

ðåä ïî ãîëåìèíà✿ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a9✱ êúäåòî a9 ≥ a8 > 0✳ ➚êî a5 ≥ 0✱ òî a5+a6+a7+a8+a9 ≥
a8 + a9 > a9 òðÿáâà äà å íà ñúùèÿ ðåä✿ àáñóðä✳ ➚êî a5 < 0✱ òî a1 + a2 + a3 + a4 + a5 < a1
òðÿáâà äà å íà ñúùèÿ ðåä✿ àáñóðä✳

✸
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